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Prvi razred

Zadaci i rjeSenja
Zadatak 1. Odrediti vrijednost izraza

_ (a+0b—c)? (b+c—a)? (c+a—b)?
@-00-0 b-a—a  -ha-b

Rjesenje 1. Izraz je definisan ako i samo ako je a # b, b # c i ¢ # a. Uvedimo smjenu:
at+b—c=z,b+c—a=y,ct+a—b=z.

Odavde imamo
c+y=2b,z4+x=2a1iy+z=2c

Dakle,
a:z+x b:x+y c:y+z
2 7 2 2
Sada imamo cy . .y
a—c:T,b—c:T,a—b: 5
Zamjenom u dati izraz imamo
w = A /.
@Yy -2)ly-2)  (2-a)(z-y)

4 2y — 2 2z —a)+ 22 (x —
= TG 9G—2 [2%(y —2) +y° (2 — @) + 2% (z — y)]

4 2y —z 2[(z - —x 22 (x —
= ey -l -+ v =)+ 2 - )
= - 1 —2)(z% —y? x—1y)(2% — 9>
= TG A )+ @ ) )]

4

= o e @ P+~ +y)
I (et )t et N
@—py-—2)z—2)

Drugo rjesenje Stavimo A = (a+b—c)?, B = (c+b—a)?, C = (c+a—b)?i D = (a—b)(b—c)(c—a).
Dati izraz ima oblik




UdruZenje matematic¢ara TK - www.umtk.info

Nakon svodenja na zajednicki imenilac dobije se

—A(a—b)—B(b—¢)—C(c—a) Ala—c+c—b)—B(b—¢c)—C(c—a)

w = =

D D

_ b—c)(A-=B)+ (c—a)(A—-C) _ 4b(b — ¢)(a — ¢) + 4a(c —a)(b —¢)
D N

_ 4(a—=b)(b—c)(c—a) _4

Pri¢emuje A—B = (a+b—c)?—(c+b—a)’=(a+b—c+c+b—a)(a+b—c—c—b+a)=4bla——c)
iA-C=(a+b—c)?—(cta—b?=4dalb—c). &



UdruZenje matematic¢ara TK - www.umtk.info

Zadatak 2. Rijesite u skupu prirodnih brojeva jednacinu

3 —y® = 999.

Rjesenje Zbog x,y € N slijedi da mora biti 23 — 4% > 0, tj. > y. Neka je z = y + d, gdje je d € N.
Sada dobijamo (y + d)?® — y* = 999, tj. 3y%d + 3yd? + d* = 999, odnosno

d® + 3d(y* + yd) = 999. (0.1)

Odavde slijedi
d]999;3|d te d* < 999.
Dakle, d < 10 i kako 3| d, tojed=31iid=09.
Za d = 3 dobijamo:
27 +9(y? 4 3y) = 999,  tj.
y? + 3y — 108 = 0. Odavde je (y — 9)(y + 12) = 0. Kako je y prirodan broj, to je y = 9. Tada je
r=y+d=12.
Za d =9 dobijamo:
729 + 27(y% 4+ 9y) = 999, tj.
y? +9y — 10 = 0, odnosno (y — 1)(y + 10) = 0. Dakle, y = 1, pa je x = 10.
Trazena rjesenja su (z,y(€ {(12,9),(10,1)}. &

Drugo rjesenge Lijevu stranu rastavimo kao razliku kubova. Imamo
(x —y)(2* + 2y + y*) = 999 = 33 . 37.

Kako je 37 prost broj i 37 dijeli desnu stranu to 37 dijeli i lijevu stranu. Buduéi da je 37 > 27 i
22+ ay+y? = (z —y)? + 32y > x — y, to 37 mora dijeliti 22 + 2y + .

Prvi sluéaj: x —y =1, 22 + oy +y? = 999. Tada je z = y + 1, pa je (z — y)? + 3zy = 999. Odavde
slijedi da 3 | (x — 1), to nije slu¢aj. Dakle, u ovom slu¢aju nema rjesenja.

Drugi sluéaj:x — y = 3. Tada se jednostavno nalazi (2y +3)? =212, pajey =9 ix = 12.

Treéi sluéaj: © —y = 9. Tadase nakon kratkog racuna dobije (2y + 9)? = 112, Odavde je y = 1 i
z = 10.

Cetvrti slucaj: = —y = 27. Tada je 22 +yz +y> = 37. Odavde je 37 = (z —y)?+ 3zy = 27° + 3zy >
729, sto je nemoguce. Dakle, u ovom slucaju nema rjesenja.
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Zadatak 3. Oko trougla ABC (b > c) opisana je kruznica. Iz sredista kruznog luka BC povucen

je preénik ED. Dokazati da je /ZDEA = % (B —").
Rjesenje Ugao ZDAF je prav kao periferijski ugao nad preé¢nikom DFE kruznice.

(0.4)

(0.5)

D
A
Dalje imamo:
LADE = ZADB + ZBDE,
/ZADB = ZACB = v,

(periferijski uglovi nad istim lukom AB , te

4 /BDE = /BAE = %

B o - =
(jer je BE = CE). Sada iz (0.2),(0.3) i (0.4) dobi-
jamo:
e

I
Sada slijedi iz pravouglog trougla AADE :

/DEA=90° — JADE = % + g + % _ /ADE,
a odavde zbog (0.5):

§to je i trebalo dokazati. &
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Zadatak 4. Odrediti skup S sa najmanjim brojem tacaka koji odreduje sedam razlic¢itih pravih.

Rjesenje Neka je S skup tacaka koji odreduje sedam pravih i neka taj skup ima n tacaka.
Ako u skupu S nema nijedna trojka kolinearnih tacaka, onda taj skup odreduje w pravih.
Naime, prava je jednozna¢no odredena sa dvije razlicite tacke. Prvu tacku mozemo odabrati na n
na¢ina, a drugu na n — 1 naé¢in. Dakle, uredenih parova od po dvije razlicite tacke ima n(n — 1).
Kako uredeni parovi tacaka (A4, B) i (B, A) odreduju istu pravu, to skup od n tacaka u kojem nema

n(n—1)
2

ni jedna trojka kolinearnih tac¢aka odreduje razli¢itih pravih. Ako bi ovaj skup odredivao 7

pravih, onda bi bilo @ = 7. Odavde je n(n — 1) = 14. Ovo je nemogucde, jer broj 14 nije proizvod
dva susjedna cijela broja. Dakle, ni jedan skup tacaka u kojem nema ni jedna trojka nekolinearnih

tacaka ne moze odredivati 7 pravih.

To znaci da u ovom skupu postoji bar jedan troclani podskup kolinearnih tacaka. Ako imamo
samo jedan troc¢lani podskup kolinearnih tacaka, onda je ukupan broj pravih odredenih ovim skupom
w — 2. Naime, u troc¢lanu podskupu kolinearnih tacaka tri tacke odreduju jednu pravu, troclani
podskup odreduje tri dvoclana podskupa, §to znaci da smo jednu te istu pravu tri puta brojali. Zbog

toga broj @ trebamo umanjiti za dva. Tako imamo

n(n—1)

—9—
2 v

tj. n(n—1) = 18. Kako broj 18 nije proizvod dva susjedna prirodna broja, to i u ovom slu¢aju nemamo
rjeSenja.

Ako imamo tac¢no dva troc¢lana podskupa kolinearnih tacaka, onda je broj pravih odredenih ovim
skupom S jen(n —1) : 2 —-2-2 =7, tj. n(n —1) = 22. Kako broj 22 nije proizvod dva susjedna
prirodna broja, to ni u ovom slu¢aju nemamo rjesenja.

Ako imamo tacno tri troclana podskupa kolinernih tacaka, onda je broj pravih odreden ovim

skupom

(n=1) 3.5

Ako bi ovakav skup odredivao 7 pravih, onda bi imali

(n—1)

5 3 7,

tj. n(n — 1) = 26. Kako 26 nije proizvod dva susjedna broja, onda ni ovaj skup ne odreduje 7 pravih.
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Ako imamo cetiri troc¢lana podskupa kolinearnih tacaka,
onda je broj pravih odreden ovim skupom jednak
n(n—1)
2

—4-2.

Ispitajmo da li ovaj broj moze biti 7. Imamo

n(n—1)

—4.9—
> 7

ako i samo ako je n(n — 1) = 30. Odavde nalazimo n = 6.
To znaci da skup S sadrzi Sest tacaka i u tom skupu postoje
Cetiri troc¢lana podskupa kolinearnih tacaka. Neka je S =
{A,B,C,D,E,F}i5S, ={A,B,C}, So ={A,D,E}, S3 =
{B,D,F}iSy={C, E, F}. Ovakav skup S odreduje sljedece
prave: AB,AE,AF, BF, BE,CD i CE. Vidi sliku!

Dakle, trazeni skup ima 6 tacaka u kojem postoje etiri troc¢lana podskupa sa kolinearnim tackama. &
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Drugi razred

Zadatak 1. Rijesiti jednacinu u skupu cijelih brojeva

LA LN
z x Yy

Rjesenje Da bi izraz
vy vz
z T Yy

bio definisan mora biti = # 0,y # 0 1 z # 0. Nakon mnozenja jednacine sa zyz i sredivanja jednacina
dobija oblik
(y? 4 2%)x? — Byzx + y?2% = 0. (0.6)

Ovo je kvadratna jednacina po x sa cjelobrojnim koeficijentima. Da bi ova jedna¢ina u skupu cijelih
brojeva imala rjeSenje mora njena diskriminanta biti potpun kvadrat. Dakle,

D =9y%2% — 4y? 22 (y* + 2%) = ¢%2° (9- 4(y* + z2)) =A% (Acz).
Odavde slijedi 9 — 4(y* + 2%) = B? za neko B € Z. Tako imamo
42 +2°)=9-B? <.

Dakle, 3% + 22 < 2. Kako su y i z razli¢iti od nule, to je y?> = 22 = 1. Odavde je y = +1i 2 = £1.
Ako je y = z = +1, onda jednacina (0.6) ima oblik 222 — 3z + 1 = 0. Njeno rjesenje u skupu cijelih
brojeva je x = 1.
Akojey=1iz=—1iliakojey = —11iz =1, onda jednacina (0.6) ima oblik 222 + 3z + 1 = 0.
Njeno rjesenje u skupu cijelih brojeva je x = —1.

Dakle, data jednacina u skupu cijelih brojeva ima rjesena:

(z,y,2) € {(1,1,1),(-1,1,-1),(—-1,—-1,1),(1,—-1,—-1)}.
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Zadatak 2. Neka su a,b,c pozitivni realni brojevi za koje vaZi jednakost ab + bc + ca = 1.
Dokazati da vazi nejednakost

1 1 1
-+ -+->3a+b+c).
a b ¢
Kada vazi jednakost?
Rje3enje Uvedimo smjenu
1 1
— =T, =Y, =2z ' Yy > 0 .
=y =50y > 0)
Ovom smjenom data nejednakost postaje
1 1 1
x+y+z>3<++>, (0.7)
T Yy z
a data uslov postaje
1 1 1
—f—+—=1,
Ty  yz @ z2x
T +y+z=axyz. (0.8)

Mnozenjem nejednakosti (0.8) sa zyz > 0, dobijamo ekvivalentnu nejednakost:
zyz(z +y+2) >3y +yz+22), tj. (x+y+2)?>3(xy+yz+ 22).
Nakon kratkog rac¢una ova nejednakost se prevodi u ekvivalentnu nejednakost
24y + 22 —xy —yz— zx > 0.
Nakon mnozenja sa 2 i kratkog rac¢una dobijamo ekvivalentnu nejednakost
(z—y)?+(y—2)?+ (2 —2)* > 0.

Ova nejednakost je tacna, pa je polazna nejednakost tacna, zbog niza ekvivalentnih transformacija
kojima smo polaznu nejednakost transformisali u posljednju nejednakost.

Jednakost vrijedi ako i samo ako je x =y = 2z, tj. a = b = ¢. Tada zbog ab + bc + ca = 1 imamo
a=b=c= ?

Rjesenje (ucenika Neire Kurtovié i Dina Bostandziéa). Lema: Dokazacemo da za pozi-
tivne brojeve a, b, ¢ vrijedi
(ab+ be + ca)* > 3abe(a + b+ c).
Zaista, iz odnosa artmeticke i geometrijske sredine slijedi:
a?b® + b2 > 2ab’c
b2c? + 2a? > 2abc?
a?b® +a’c? > 2aPbe

Sabiranjem se dobije
a’b? + b?c® 4 *a® > abe(a + b+ c).

Dodavanjem objema stranama 2abc(a + b + ¢) se dobije

a®b? + b2c* + *a® 4 2abc(a + b + ¢) > 3abe(a + b+ ¢) tj. (ab+ be+ ca)? > 3abe(a + b+ c).

Dakle,
1 1 1
—+-+->3(a+b+0),
a b ¢
§to je i trebalo dokazati. Jednakost vrijedi ako i samo ako jea=b=c= ? &
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Zadatak 3. U paralelogramu ABCD na stranicama AB i BC izabrane su tacke M i N respek-
tivno, tako da je AM = NC. Neka je Q tacka presjeka duzi AN i« CM. Dokazati da je DQ simetrala
ugla ADC.

Rje3enje Neka je P tacka presjeka pravih CD i AN. Ako je D@ simetrala ugla ADP, onda je DQ
simetrala ugla ADC i obratno. Zbog toga je dovoljno da pokazemo da je D@ simetrala ugla APD.

J‘J

Uvedimo oznake: AB = DC = a, AD = BC =b, AM = CN =ciCP = x. Kako je ZPAD =
/PNC i /ZADP = /ZNCP, to su trouglovi APD i NPC sli¢ni. Iz te sli¢nosti slijedi
PD_CP . at:_s
AD _CON v Ty T

Dakle, z = ;*<.
—C

Iz sli¢nosti trouglova AMQ i PCQ slijedi % = %, tj. % = Z = ;2. Nadalje,

ac
+a=

PD=PC+CD=x+4a= @
b—rc b—c

Na osnovu toga je

PD % a4  PQ

AD ~ b b—c AQ
Posljednja jednakost nam pokazuje da je PQ simetrala ZADP, §to je i trebalo dokazati.

Rjesenje (uéenika Neire Kurtovié i Dina Bostandziéa). Produzimo D(Q do presjeka sa AB
i neka je to tacka T. Primijejenimo Menelajevu teoremu na tacke A, Q, N i trougao C'M B. Imamo:

CN _AB _MQ _
NB AM QC
Kako je CN = AM, to je %:%. Odavde je

1.

AB-MQ
QC
Posto je AB || DC, to LZATD = ZTDC, pa je dovoljno dokazati da je ZATD = LADT, tj. da je
AATD jednakokraki, tj. AD = AT = BC, aposto je AM = NC dovoljno je dokazati da je NB = MT.
Posto vrijedi ZMTD = ZCDT i ZTQM = ZDQC imamo AMQT ~ AQDC. 1z sli¢nosti slijedi
MT _ DC
MQ QC’

NB =

Odavde je
DC-M AB-M

MT QC QC ’

§to je i trebalo dokazati. &
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Zadatak 4. Koliko ima troclanih podskupova skupa S = {1,2,3,...,19,20} takvih da im je
proizvod djeljiv sa 47

Rjesenje Neka je A skup svih troclanih podskupova skupa S, a
B = {(a,b,¢)|(a,b,c) € A, 4| abc}.
Neka je (z,y,z) € A\ B. Tada 4{abc i a,b,c € S. Proizvod tri prirodna broja nije djeljiv sa 4 ako:
e su ti brojevi neparni,
e su dva od ta tri broja neparna, a treci je paran, ali nije djeljiv sa 4.

U skupu S parni brojevi koji nisu djeljivi sa 4 su 2,6, 10, 14 i 18. Dakle, imamo 5 parnih brojeva koji
su djeljivi sa 2, anisu djeljivi sa 4. Neparnih brojeva u S ima 10.

Troc¢lanih podskupova skupa S u kojem su sva tri elementa neparni ima

10 10-9-8
= =120.
(3) 1-2-3 0

Odredimo bro troclanih podskupova skupa S u kojem je jedan element paran i nije djeljiv sa 4, a
druga dva elementa su neparni brojevi. Od elemenata 2,6,10,14 i 18 jedan element mozemo odabrati
na 5 nacina. Dva neparna broja iz skupa od 10 brojeva mozemo izabrati na % = 45. Prema tome,
troclanih podskupova u kojem je jedan element paran broj koji nije djeljiv sa 4, a druga dva broja su

neparni ima 5 - 45 = 225. Kona¢no skup A \ B ima elemenata:
120 + 225 = 345.

Skup A je skup svih troclanih podskupova skupa S, pa skup A ima

20 20-19-18
( 3 >—1.2.3—”40

elemenata. Dakle, ||A]| = 11401 ||A\ B|| = 345. Kako je BN(A\ B) =0, toiz A = BU(A\ B) slijedi
|A|l = |B|| + ||A\ B|| . Dakle, 1140 = || B|| 4 345, tj. | B|| = 1140 — 345 ="795. &

10
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Trec¢i razred

Zadaci i rjeSenja
Zadatak 1. Rijesiti logaritamsku jednacinu
plogs(a—1) 2z — 1)lo97 = 352,
Rjesenjye Kako logaritam postoji samo od pozitivnih brojeva, to mora biti:  —1 >0
i z > 0. Dakle, jednacina je definisana za = > 1. U cilju transformacije jednacine u

neki pogodniji oblik stavimo y = (x — 1)%93%. Poslije logaritmovanja po bazi 3 dobije
se

logsy = logs ((a: — 1)l093‘”) = logsx - logs(z — 1)
= logs(x — 1) - logsz = logs (xlog?’(’“"’l)) )
Odavde je y = x'°%@=1 Na osnovu ovog jednaéinu mozemo napisati u obliku
:L,logg(ac—l) + Qxlogg(az—l) _ 31_2’ tJ
3 glogs@=1) — 3,2,

Nakon kracenja sa 3 i kako je x > 1, to je logs(x — 1) = 2. Odavde je v — 1 = 32,
odnosno x = 10.

Drugo rjesenje. Svaki pozitivan realan broj a moze se napisati u obliku

a = 30937,

Zbog toga je
xlogg(m—l) _ 3loggzl°93(””_1) _ 3logg(a:—1)~loggx _ 3uv’

gdje je u = logs(x — 1) i v = logsz. Nadalje, imamo
(z — 1)lose = 3logs(z—1)1293% _ glogsw-logs(x—1) _ quv  §
322 =13. 3109351:2 — 3.320gsz _ 3 g2
Na osnovu ovih transformacija polazna jednacina ima oblik
3W42.3wW=3.3% tj. 3.3w=3.3%

Odavde imamo uv = 2v, pa je v = 0 ili u = 2. Ako je v = 0, onda je logsx = 0, pa je
x = 1. Ovo rjeSenje nije u definicionom podrucju, pa otpada. Ako je u = 2, onda je
logs(x —1)=2,pajex—1=3%1tj. v =10. &

11
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Zadatak 2. Rijesiti u skupu prirodnih brojeva jednacinu
2+ % + 22 = 686.

Rjesenje Kako je 686 = 2 (mod 4), to jedan od brojeva z,y i z je paran, a druga
dva su neparna. Neka su x i y neparni, a z paran. Kako je kvadrat neparnog broja
kongruentan 1 po modulu 8 a 686 je kongruentno 6 po modulu 8, to je z? kongruentno
4 po modulu 8. Nadalje, 686 = 22 +¢y> + 22 > 1+ 1+ 22 = 2+ 22, pa je 2% < 684.
Odavde je z < 27. Kako je z prirodan broj kongruentan 2 po modulu 4, to je z €
{2,6, 10,14, 18,22, 26}.

Ako je z = 26, onda je 22 + y? = 686 — 676 = 10. Odmah se vidi da su rjesenja
r=1,y =31l z = 3, y = 1. Dakle, rjeSenje polazne jednacine u skupu prirodnih
brojeva su (1, 3,26), (3,1,26), (1,26,3), (3,26,1), (26,1,3),1 (26,3, 1).

Ako je z = 22, onda je 2% + y?> = 202. Bez gubitka opstosti moZemo pretpostaviti
da je z < y. Tada iz 22 + % = 202 slijedi 2y? > 202, tj. y? > 101. Kako je y neparan,
to je y > 11. S druge strane je y? < 201, pa je y < 15. Kako je y neparan, to je y = 11
ili y = 13. Za y = 11 nalazimo x = 9. Za y = 13 nalazimo 2? = 73, koja nema rjesenja
u skupu cijelih brojeva. Dakle, rjesenja su:

(9,11,22), (9,22, 11), (11,9, 22), (11,22,9), (22,9, 11) i (22,11,9).

Ako je z = 18, onda je 22 +y? = 362. Bez gubitka opstosti mozemo pretpostaviti da
je x < y. Tada je 181 < y? < 361. Dakle, y € {15,17,19}. Direktnom provjerom vidimo
da jedino za y = 19 nalazimo rjesenje x = 1 y = 19. Dakle, rjeSenja date jednacine su:
(1,19,18),(1,18,19), (18,1, 19), (18,19, 1), (19,1, 18), (19, 18, 1).

Ako je z = 14, onda je 22 + 3% = 490. Tada za x < y slijedi 245 < y? < 489, pa
je 15 <y < 21. Direktnom provjerom nalazimo da je x = 7 i y = 21. Dakle, rjesenja
polazne jednacine su:

(7,21,14), (7,14, 21), (21,7, 14), (21, 14, 7), (14,7, 21), (14, 21, 7).

Ako je z = 10, onda je x? + y? = 586. Tada za x < y imamo 298 < y? < 585, tj.
19 < y < 23. Jednostavnom provjerom vidimo da za y = 19 postoji rjeSenje x = 15.
Dakle, rjesenja polazne jednacine su:

(15,19, 10), (15, 10, 19), (19, 15, 10), (19, 10, 15), (10, 15, 19), (10, 19, 15).

Ako je z = 6, onda je 22 + y? = 650. Tada za # < y nalazimo 325 < 3% < 649,
tj. 19 < y < 25. Direktnom provjerom nalazimo x = 17,y = 19; z = 11,y = 23 i
r = 5, y = 25. Rjesenja polazne jednacine su: (5,6,25), (5,25,6), (6,5,25),(6,25,5),
(25,5,6), (25,6,5), (6,17, 19),

(6,19,17), (17,6, 19), 17, 19,6), (19,6, 17), (19, 17, 6).

Ako je z = 2, onda imamo 22 + y? = 682. Odavde za z < y slijedi 341 < y? < 681,
pa je 19 < y < 25. Metodom posljednje cifre zakljucujemo da se x i y zavrsavaju ili 1
ili 9. Ni jedan od brojeva x i y nije djeljiv sa 3 i sa 5. Direktnpm provjerom utvrdujemo
da ni jedan od brojeva 682 —y? (y € {19, 21, 23,25} nije potpun kvadrat, pa jednacina
nema rjeSenja. o

12
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Zadatak 3. Pripisana kruznica stranici AB trougla ABC' dodiruje stranicu AB u
tacki D. Odrediti odnos AD : BD ako je poznato da je ZCAB =2/ADC.

Rjesenjge Trigonometrijsko rjesenje Neka pripisana kruznica dodiruje produzetak
stranice C'A u tacki M i produzetak stranice C'B u tacki N. Uvedimo oznake: BC =
a,CA=b, AB =c¢, AD = x i BD = y. Kako su AD i AM tangentne duzi iz tacke
A, to je AD = AM = z. Analogno zakljucujemo da je BN = BD = y. Kako je
CM = CN, tojeb+x =a+y.S druge strane je c = AB = = 4+ y. Odavde nalazimo

_ atc=b __ _
r=%==s—-by=s—a.

Primjenimo sinusnu teoremu na trougao ADC. Imamo % = 8‘250. Odavde je
AC sin2
CD = —('0 = 2bcosp.
sing

Na osnovu kosinusne teoreme u trouglu ADC imamo:
CD?* = AC* + AD* — 2AC - AD cosa,  tj.
4b*cos® 2¢ = b® + (s — b)? — 2b(s — b)cos 2.
Kako je 2cos®p = 1 + cos 2¢p, to je
20%(1 + cos 2¢) = b* + (s — b)* — 2b(s — b)cos 2p,  tj.

Odavde je
5 s—2b
cos 2¢p = :
LT
Primjenom kosinusne teoreme na trougao ABC dobije se
—2b
a’> = b®+c® —2bccos 2g0:bz+62—2bcs 5

= b+ —cs+2bc=(b+c) —cs.
Nadalje,
cs=0b+c)—a*=b+c+a)(b+c—a)=2s(b+c—a),
tj. ¢ =2c—2(a —b). Dakle, a — b= §.
Konacno imamo:
AD s—b a+c—b c+(a—0)
BD s—a bd+c—a c—(a—b)

wlnlwk&;’

=l w

Dakle, AD : BD =3: 1.

Sinteticko rjesenje Neka su F, D i H tacke dodira pripisane kruznice sa C'A, AB i
C B, respektivno. Neka je k upisana kruznica trougla ABC. Neka je I njen centar, a
P, T i S tacke dodira sa AB, BC' i C'A. Neka je Q) tacka na kruznici k dijametralno
suprotna tacki P. Pokazimo da su tacke C, () i D kolinearne.

13
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Kao sto znamo C'S = CT = s —ci CF = CH = s. Posmatrajmo homotetiju sa
centrom u tacki C i koeficijentom —*-. Homotetijom se svaka prava koja prolazi centrom
homotetije, preslikava u samu sebe. Homotetija cuva mjeru uglovi, tj. ugao i njegova
slika imaju jednake mjerne brojeve. Osim toga, kruznica se preslikava u kruznicu.
Dakle, homotetijom C' +— C, S — F, A~ A", B— B’, I — I'. Dakle, AB — A'B’,
SI — FI''TI — HI'. Kako je IS1CS i IT1CT, to je HI'LCH i FI'"LCF. To
znaci da je I’ centar pripisane kruznice. Tada je DI’ L AB. Dakle, ovom homotetijom
se krunica k preslikava u pripisanu kruznicu. Kako se prava C'Q) preslikava u samu
sebe, to se tacka () preslikava u tacku @ koja lezi na presjeku prave C'Q) i pripisane
kruznice. Duz QI preslikava se u duz Q'I’. Kako je QI LAB, to je Q'I'LA’B’. Kako
su AB i A'B’ paralelne, to je Q'I' L AB. Prava koja prolazi centrom pripisane kruznice
i orogonalna je na AB prolazi tackom dodira pripisane kruznice i duzi AB. Dakle, ova
prava prolazi tackom D. Dakle, Q)" se poklapa sa tackom D. To znaéi da su tacke C, Q)
i D kolinearne.

Nadalje, ZITAP = %AC’AB = ZCDA. To znaci da su pravougli trouglovi ATPA i
AQPD su slicni. Iz sliénosti slijedi PD : PA = PQ : PI =2 : 1. Dakle, PD =2 PA.
U trigonometrijskom dokazu smo dokazali da je BN = BD = s — a. Kako je AP =
AS =s—a,toje AP = BD. Dakle, AD = AP+ PD = AP +2AP =3AP =3BD,
tj,. AD: BD=3:1. &

14
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Zadatak 4. Na pocetku skolske godine u jednom odjeljenju prvog razreda, prilikom
upoznavanja ucenika, ispostavilo se:

e da svaki ucentk ima tacno 20 poznanika,
o svaka dva ucenika koji se poznaju imaju tacno po 13 zajednickih poznanika,
e svaka dva ucenika koji se ne poznaju imaju tacno po 12 zajednickih poznanika.

Odredite broj ucenika ovog odjeljenja.

Rjesenje Neka je n broj ucenika tog odjeljenja i neka je x proizvoljan ucenik tog
odjeljenja. Oznacimo sa S, skup svih uredenih parova (y, z), gdje je y ucenik koji se
poznaje sa x, a z ucenik koji se ne poznaje sa x ali se poznaje sa y. Odredimo broj
elemenata skupa S,. To ¢emo uraditi tako $to ¢emo prvo utvrditi broj nacina izbora
ucenika y, a zatim broj nacina izbora ucenika z. Zatim ¢emo prvo utvrditi broj nac¢ina
izbora ucenika z, a zatim broj nacina izbora ucenika y.

Ako prvo biramo y, to mozemo uraditi na 20 nacina, jer svaki ucenik ima tacno 20
poznanika. Prilikom biranja u¢enika z moramo voditi ra¢una da on ne poznaje uc¢enika
x 1 poznaje ucenika y. Ucenik y ima 20 poznanika i medu njima je i uc¢enik x. Ucenik y
je zajednicki poznanik ucenika x i z koji se ne poznaju. Dakle, prilikom izbora ucenika
z moramo ga odabrati medu 20 zajednicki prijatelja ucenika y koji nije uc¢enik x i koji
nije medu 13 zajednickih poznanika z i y. Prema tome, u¢enika z mozemo odabrati na
20 — 1 — 13 = 6 nacina. Tako, uredenih parova (y, z) ima 20 - 6 = 120.

Ako prvo biramo ucenika z, onda ga biramo medu onim ucenicima koji ne poznaju
ucenika z. Kako u razredu ima n ucenika, kada smo odabrali u¢enika x onda medu
preostalih n—1 ucenika njih 20 poznaju x, pa ucenika koji ne poznaju x iman—1—20 =
n — 21. Dakle, u¢enika z mozemo odabrati na n — 21 nacin. Koje osobine ima trazeni
ucenik y? On je medu ucenicima koji su zajednicki poznanici ucenika x i z koji se
medusobno ne poznaju. Takvih ucenika ima 12. Dakle, uredenih parova (y,z) ima
(n—21)-12.

Prema tome, skup S, ima elemenata: 12(n — 21) = 120. Odavde je n = 31. Dakle,
u odjeljenju ima 31 ucenik. &
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Cetvrti razred

Zadaci i rjeSenja

Zadatak 1. Naci realna rjesenja sistema jednacina

222
1+ 22
22
1+ 22
21/
1+9y?

Rjesenje Ako je z = 0, onda je x = 0, pa iz druge jednacine slijedi y = 0. Tako imamo
rjesenje (0,0, 0).
Neka je zyz # 0. Prvu jednacinu datog sistema napisimo u obliku
2z
14 2%

Kako je {223 <1 (zbog (2 —=1)> > 011+ 2% >0).

Tada iz prve jednacine sistema imamo x < z. Analogno iz druge i treée jednacine
imamo y < x iz <y. Dakle, z =y = z.. Za z = x iz prve jednacine imamo
222
r=——-7.
1+ a2
Odavde imamo z(x — 1) =0, pa je # = 1. Tada je y = 1 i z = 1. Tako imamo rjesenje
(1,1,1).
Dakle, rjesenja su (z,y, z) € {(0,0,0),(1,1,1)}.
Drugo rjesenje Desne strane sve tri jednacine sistema su nenegativne, pa moraju
biti i lijeve. Dakle, x > 0,y > 01i 2z > 0.
Iz tre¢e jednacine vrijednost za z uvrstimo u prvu jednacinu. Nakon sredivanja

dobije se
8y4
rT = ———.
14 2y% + 5y

16
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Nakon zamjene u drugu jednacinu dobije se

B 1288
1+ 4y? + 14942045 + 89y

Y
Dakle,
y(89y® — 128y" + 20y° + 14y* + 4y* + 1) = 0.

Odavde slijedi y = 0 ili 89y® — 128y" +20y° + 14y* +4y*> +1 = 0. Potrazimo nule drugog
polinoma. Ovo je polinom sa cjelobrojnim koeficijentima. Koriste¢i Hornerovu semu
nalazimo da je y = 1 dvostruka nula i da je

89y® — 128y +20y° 4 14y + 4> +1 = (. —1)*(89y° +50y° + 31y + 129> + Ty> + 2y +1).
Kako je y > 0, to je
89y5 + 50y° + 31yt + 1202 + Ty + 2y + 1 > 1,

pa jednacina
89y° +50y° + 31y  + 120° + Ty + 2y + 1 =0
nema rjesenja u skupu nenegativnih realnih brojeva. Prema tome y = 0 ili y = 1. Za
y = 0 nalazimo z =0, pajeiz =0. Za y = 1 nalzimo z = x = 1.
Dakle rjesenja su (0,0,0) 1 (1,1,1). &
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Zadatak 2. Pripisana kruznica stranici AB trougla ABC' dodiruje stranicu AB u
tacki D. Odrediti odnos AD : BD ako je poznato da je ZCAB =2/ADC.

Rjesenje Trigonometrijsko rjesenje Neka pripisana kruznica dodiruje produzetak
stranice CA u tacki F' i produzetak stranice C'B u tacki H. Uvedimo oznake: BC =
a,CA=b,AB=c, AD = xi BD = y. Kako su AD i AF tangentne duzi iz tacke A, to
je AD = AF = x. Analogno zakljucujemo da je BH = BD = y. Kako je CF = CH, to
je b+x = a+y. S druge strane je c = AB = z+y. Odavde nalazimo x = %C’b =s—0b,
Yy=5s—a.

Primjenimo sinusnu teoremu na trougao ADC. Imamo % = s’?ﬁp. Odavde je

_ AC sin2¢p

CD .
51N

= 2b cosp.

Na osnovu kosinusne teoreme u trouglu ADC imamo:
CD? = AC? + AD?> — 2AC - AD cosa,  tj.
4b*cos® 2p = b? 4 (s — b)* — 2b(s — b)cos 2.
Kako je 2cos*p = 1 + cos 2¢p, to je
20%(1 + cos 2p) = b* + (s — b)* — 2b(s — b)cos 2p,  tj.

Odavde je

s—2b
2b

Primjenom kosinusne teoreme na trougao ABC' dobije se

cos2p =

s—2b
2b

a> = b*+c? —2bccos 2p = b* + 2 — 2be
= b4+ —cs+2bc=(b+c) —cs.
Nadalje,

cs=b+e)P—a*=(b+c+ta)(b+c—a)=2s(b+c—a),

tj. ¢ =2c—2(a—10). Dakle,a — b = §.

Konac¢no imamo:

AD  s—b a+c—b c+(a—0b)
BD s—a b+c—a c—(a—0)

=l w

lIo |1\3|%’

Dakle, AD: BD =3: 1.

Sinteticko rjesenje Neka su F, D i H tacke dodira pripisane kruznice sa CA, AB
i C'B, respektivno. Neka je k upisana kruznica trougla ABC. Neka je I njen centar,
a P,'T i8S tacke dodira sa AB, BC'i C'A. Neka je @ tacka na kruznici k dijametralno
suprotna tacki P. Pokazimo da su tacke C, () i D kolinearne.

18



UdruZenje matematic¢ara TK - www.umtk.info

Kao sto znamo C'S = CT = s —ci CF = CH = s. Posmatrajmo homotetiju sa
centrom u tacki C i koeficijentom —*-. Homotetijom se svaka prava koja prolazi centrom
homotetije, preslikava u samu sebe, a ostale prave preslikavaju se u paralelne prave.
Homotetija ¢uva mjeru uglovi, tj. ugao i njegova slika imaju jednake mjerne brojeve.
Osim toga, kruznica se preslikava u kruznicu. Dakle, homotetijom C' +— C, S — F,
A= A" B— B, I~ I' Dakle, ABw+— A'B', SI — FI', TI — HI'. Kako je ISLCS
i1 IT1CT,toje HI' L1CH i FI' LCF. To znadi da je I’ centar pripisane kruznice. Tada
je DI' L AB. Dakle, ovom homotetijom se krunica k preslikava u pripisanu kruznicu.
Kako se prava C'QQ preslikava u samu sebe, to se tacka @) preslikava u tacku @’ koja
lezi na presjeku prave CQ) i pripisane kruznice. Duz QI preslikava se u duz Q'I’. Kako
je QILAB, to je Q'I' LA'B'. Kako su AB i A’B’ paralelne, to je Q'I' LAB. Prava
koja prolazi centrom pripisane kruznice i orogonalna je na AB prolazi tackom dodira
pripisane kruznice i duzi AB. Dakle, ova prava prolazi tackom D, pa se ()’ se poklapa
sa tackom D. To znaci da su tacke C, @) i D kolinearne.

Nadalje, ZITAP = %AC’AB = ZCDA. To znaci da su pravougli trouglovi ATPA i
AQPD su slicni. Iz sliénosti slijedi PD : PA = PQ : PI =2 : 1. Dakle, PD =2 PA.
U trigonometrijskom dokazu smo dokazali da je BN = BD = s — a. Kako je AP =
AS =s—a, toje AP = BD. Dakle, AD = AP+ PD = AP+2AP =3AP =3BD,
tj,. AD: BD=3:1. &
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Zadatak 3. Odrediti sve cijele brojeve n takve da je n* — 8n + 15 proizvod dva
susjedna cijela broja.

Rjesenje (Rjesenje ucenika Abdulaha Jasarevi¢a) Neka je n* —8n+15 = k(k+1) za
neki cio broj k. Odavde imamo

4nt — 32n + 61 = (2k + 1)%

Pokusajmo broj 4n? —32n+61 uklijestiti izmedu dva kvadrata prirodnih brojeva. Osim
toga broj na desnoj strani je paran, pa je i kujeva strana parna. To povlaci da je n
neparan broj.

19 slucaj. Neka je n > 7.

Tada je (2n* — 1) < 4n* — 32n + 61 < (2n?)2. Naime, (2n% — 1)? < 4n?* — 32n + 61
ako i samo ako je 61 < 32n, $to je tacno. Isto tako 4n* —32n+ 61 < (2n?)?, ako i samo
ako je 0 < n? — 8n + 15, tj. ako i samo ako je 1 < (n — 4)?, §to je ocigledno tacno za
n > 7. Dakle, ne postoji ni jedan cio broj n > 7 koji ispunjava uslove zadatka.

20 slucaj. Neka je n < —7. Uvedimo smjenu n = —s. Sada je s > 7 i jednacina glasi

45® 4+ 325 + 61 = (2k + 1)2.

Ocigledno za s > 7 vrijedi
4s* + 325 4+ 61 > (25%)%

Nadalje, (2s* + 2)% > 4s? 4 325 + 61 ako i samo ako je 8s? — 32s — 57 > 0. Posljednja
nejednakost je ekvivalentna sa (s — 2)? > 11 + £, sto je tacno za s > 7.
Sada je
(25%)% < (2k +1)? < (25% 4+ 2)%.
Dakle, (2k+1)% = (2s*+1)2, tj. 4s'+325+61 = 4s*+4s%+1. Odavde je s>—8s—15 = 0.
Ova jednacina nema cjelobrojnih rjesenja.

3% slu¢aj. Neka je —7 < n < 7, tj. neka je = 5 < n < 5. Kako je n neparan broj, to
jen € {—5,-3,—1,1,3,5}. Direktnom provjerimo nalazimo da zan = 31in = 5 imamo
rjeSenje. Naime, zan = 3 je n* —8n+15 = 8-9izan = 5 imamo n* —8n+15 = 24-25.

Dakle, jedino za n € {3,5} broj n* — 8n + 15 se moze prikazati kao proizvod dva
uzastopna cijela broja. &
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Zadatak 4. Na pocetku skolske godine u jednom odjeljenju prvog razreda, prilikom
upoznavanja ucenika, ispostavilo se:

e da svaki ucentk ima tacno 20 poznanika,
o svaka dva ucenika koji se poznaju imaju tacno po 13 zajednickih poznanika,
e svaka dva ucenika koji se ne poznaju imaju tacno po 12 zajednickih poznanika.

Odredite broj ucenika ovog odjeljenja.

Rjesenje Neka je n broj ucenika tog odjeljenja i neka je x proizvoljan ucenik tog
odjeljenja. Oznacimo sa S, skup svih uredenih parova (y, z), gdje je y ucenik koji se
poznaje sa x, a z ucenik koji se ne poznaje sa x ali se poznaje sa y. Odredimo broj
elemenata skupa S,. To ¢emo uraditi tako $to ¢emo prvo utvrditi broj nacina izbora
ucenika y, a zatim broj nacina izbora ucenika z. Zatim ¢emo prvo utvrditi broj nac¢ina
izbora ucenika z, a zatim broj nacina izbora ucenika y.

Ako prvo biramo y, to mozemo uraditi na 20 nacina, jer svaki ucenik ima tacno 20
poznanika. Prilikom biranja u¢enika z moramo voditi ra¢una da on ne poznaje uc¢enika
x 1 poznaje ucenika y. Ucenik y ima 20 poznanika i medu njima je i uc¢enik x. Ucenik y
je zajednicki poznanik osoba z i z koji se ne poznaju. Dakle, prilikom izbora ucenika
z moramo ga odabrati medu 20 zajednicki prijatelja ucenika y koji nije ucenik zx i koji
nije medu 11 zajednickih poznanika x i y. Prema tome, ucenika z mozemo odabrati na
20 — 1 — 13 = 6 nacina. Tako, uredenih parova (y, z) ima 20 - 6 = 120.

Ako prvo biramo ucenika z, onda ga biramo medu onim ucenicima koji ne poznaju
ucenika z. Kako u razredu ima n ucenika, kada smo odabrali u¢enika x onda medu
preostalih n — 1 ucenika njih 20 poznaju x, pa ucenika koji ne poznaju ucenika x ima
n—1—20 =n—21. Dakle, ucenika z mozemo odabrati na n — 21 nacin. Koje osobine
ima trazeni uc¢enik y? On je medu ucenicima koji je zajednicki poznanik dva ucenika
(z 1 z) koji se ne poznaju. Takvih ucenika ima 12. Dakle, uredenih parova (y, z) ima
(n—21)-12.

Prema tome, skup S, ima elemenata: 12(n — 21) = 120. Odavde je n = 31. Dakle,
u odjeljenju ima 31 ucenik. &
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54. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE | HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA

International Burch University - Sarajevo, 26.04.2014.

| RAZRED
Prezime Skola 21 Z22 2723 Z4 TOTAL

1-2 |Adisa Boli¢ USK Koledz 7 7 7 i 23
1-2 |Ajdin Muharemovi¢ |Medunarodna srednja Skola Zenica 7 7 7 2 23
3-5 JAldin Adilovié¢ Medunarodna srednja skola Zenica 7 7 7 1 22
3-5 |ASida Cati¢ Gimnazija "Visoko" 7 7 7 1 22
3-5 |Azur Ponlagi¢ KSC "Sveti Franjo" Tuzla 7 7 7 1 22
6-13 |Amela Tufo Medunarodna srednja $kola Sarajevo 7 7 7 0 21
6-13 |Dalila Alibegovic¢ Sarajevo koledz 7 7 7 0 21
6-13 |Dzavid Brdar Druga gimnazija Sarajevo 7 7 7 0 21
6-13 |Edis Masié Medunarodna srednja skola Tuzla 7 7 7 0 21
6-13 |Harun Piri¢ Medunarodna srednja Skola Tuzla 7 7 7 0 21
6-13 |ines Hamzakadi¢ Sarajevo koledz 7 7 7 0 21
6-13 |Mubina Kamberovi¢ Druga gimnazija Sarajevo 7 7 7 0 21
6-13 |Tarik Selimovi¢ Medunarodna srednja $kola Sarajevo 7 7 7 0 21
14 |Adin Poli¢ Medunarodna srednja skola Zenica 7 5 7 1 20
15 |Emin Mrkonja Medunarodna srednja Skola Sarajevo 7 4 7 1 ]
16 |Vedin Klovo Sarajevo koledz 2 7 7 1 17
17 JLamija Vrnjak Medunarodna srednja Skola Sarajevo 2 7 7 0 16
18-19 |Ajla Hamedovi¢ MSS Kljug¢ 7 7 0 1 15
18-19 |Amina Karaveli¢ Gimnazija "Visoko" 7 7 1 0 15
20 |Dinno Koluh USK Koledz 7 7 0 0 14
21-22 |Anes Hadzi¢ MSS Kljug 7 5 0 0 12
21-22 JEmina Brki¢ Medunarodna srednja Skola Tuzla 7 3 1 1 12
23 |Adi Karaka$ MjeSovita srednja $kola Travnik 1 4 0 5 10
24-25 Jasmin Vicentijevi¢ Medunarodna srednja skola Tuzla 0 7 1 1 9
24-25 |Sara Zaimovié MjeSovita srednja $kola Travnik 1 7 0 1 9
26 |Lejla Smajlovic¢ Sarajevo koledz 0 4 4 0 8
27 |Sejla Dizdari¢ Gimnazija Biha¢ 4 0 0 1 5
28-30 |Adila Iman |Kudié¢ Medresa Cazin 1 2 0 0 3
28-30 |[Arman Dupanovié¢ USK Koledz 2 0 0 1 3
28-30 |Edin Custo Karadoz-begova medresa Mostar 2 0 1 0 3
31-32 |Dijana Fermic¢ Gimnazija "Edhem Mulabdi¢" Tesanj 0 0 0 1 1
31-32 |[Muamer Zustra Srednja masinsko-saobracajna Skola Mostar 1 0 0 0 1
33 |Rijad Ljevo Srednja Elektrotehnicka skola Mostar 0 0 0 0 0

Plasmani preuzeti sa infima.ba
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54. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE | HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA

International Burch University - Sarajevo, 26.04.2014.

Il RAZRED
Prezime Skola Z1 22 23 24 TOTAL

1-2 |Din BostandZi¢ |Druga gimnazija Sarajevo 6 7 7 7 27
1-2 [Neira Kurtovic Sarajevo koledz 7 6 7 7 27
3 |Zlatko Salko [LagumdZija JMedunarodna srednja Skola Sarajevo 7 7 3 7 24
4-5 JAdnan Gobelji¢ Druga gimnazija Sarajevo 7 7 2 6 22
4-5 |Amila Sabljica Medunarodna srednja Skola Sarajevo 7 7 7 1 22
6-7 |Almedin Selimovic Medunarodna srednja skola Tuzla 7 7 2 4 20
6-7 |Berin Spahovic Sarajevo koledz 5 7 7 1 20
8 [Mirza Cvorak Druga gimnazija Sarajevo 7 4 3 5 19

9 [Hajrudin Jupi¢ Medunarodna srednja Skola Tuzla 7 7 2 1 17
10 |Vedad Spahic Prva gimnazija Zenica 3 6 0 5 14
11-13 JAmela Abdi¢ USK Koledz 5 6 1 1 13
11-13 |Naria Djedovic KSC "Sveti Franjo" Tuzla 1 7 3 2 13
11-13 |Omar JaSarspahi¢ |Sarajevo koledZ 3 7 1 2 13
14-15 |Amar Kvakié Sarajevo koledz 1 1 2 7 11
14-15 JEdna Salkic¢ Sarajevo koledz 2 2 7 0 11
16 |Edina Hodzi¢ Medunarodna srednja skola Tuzla 1 6 1 1 9
17 JAmina Tankovié Prva gimnazija Zenica 3 1 1 3 8
18 |zejd Cicak Medunarodna srednja skola Zenica 3 0 1 1 5
19-22 |Emir Muratovié Gimnazija "Me3sa Selimovi¢" Tuzla 3 0 1 0 4
19-22 |Harun HadZiabdi¢  |MSS "Musa Cazim Cati¢" Olovo 2 0 1 1 4
19-22 |Kanita Lemes Gimnazija "Visoko" 2 0 1 1 4
19-22 |Sadzid DZiho Druga gimnazija Mostar 1 1 1 1 4
23-26 JAlma Halilovi¢ Gimnazija Bosanska Krupa 1 0 1 1 3
23-26 JAnela Durakovi¢ USK Koledz 2 0 1 0 3
23-26 JEIma Karadza Gimnazija Bugojno 2 0 1 0 3
23-26 JIrhad Zdralovié¢ Srednja tehnicka Skola Bugojno 2 0 1 0 3
27-28 |Elmir Sut Medunarodna srednja Skola Zenica 1 1 0 0 2
27-28 [Miralem Kljaji¢ MS Ekonomsko-Ugostiteljska skola Travnik 0 1 1 0 2
29-31 [Kenan Gazic Srednja tehnicka Skola Bugojno 1 0 0 0 1
29-31 |Mirza Muri¢ Gimnazija Cazin 0 0 1 0 1
29-31 |Mirzet Sakonji¢ Medresa Cazin 1 0 0 0 1
32 )Anes Maci¢ Gimnazia Mostar 0 0 0 0 0

Plasmani preuzeti sa infima.ba
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54. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE | HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA

International Burch University - Sarajevo, 26.04.2014.

1l RAZRED

.B. Prezime Skola Z1 722 73 24 TOTAL
1 |Demir Papic Medunarodnja srednja Skola Sarajevo 7 6 7 0 20
2 |Mirza Arnaut Gimnazija "Mustafa Kamari¢" Gracanica 7 2 7 0 16
3 [Amar Halilovi¢ Druga gimnazija Sarajevo 7 5 3 0 15
4-7 JAdnan Kreho Medunarodnja srednja Skola Sarajevo 7 6 1 0 14
4-7 |Ajla Nurkanovié Gimnazija "Mesa Selimovi¢" Tuzla 4 6 4 0 14
4-7 |Dzenis Pepi¢ Sarajevo Koledz 6 4 4 0 14
4-7 |Tarik Ibrahimpasi¢  |USK Koledz 7 5 2 0 14
8-10 JAjdin Palavri¢ Prva gimnazija Zenica 7 4 2 0 13
8-10 |Belma Omerbegovi¢ |Gimnazija "MeS3a Selimovi¢" Tuzla 7 2 3 1 13
8-10 |Dzenana |Puscul Gimnazija "Visoko" 7 3 2 1 13
11-14 |DZenita Skulj Gimnazija "Mushin Rizvi¢" Kakanj 7 4 1 0 12
11-14 |Faris Hambo Druga gimnazija Sarajevo 7 2 3 0 12
11-14 |Kemal Mustafié Sarajevo Koledz 6 3 3 0 12
11-14 |Naida Dedi¢ Gimnazija "Visoko" 7 3 2 0 12
15-17 |Ajla Redzi¢ USK Koledz 7 1 2 1 11
15-17 |[Emina Modri¢ Sarajevo Koledz 6 5 0 0 11
15-17 [Muhamed [Dedi¢ Gimnazija "Mustafa Kamari¢" Gracanica 7 2 2 0 11
18-20 |Adil Karadza Gimnazija Bugojno 7 0 3 0 10
18-20 [Melika Sigi¢ Druga gimnazija Sarajevo 0 5 4 1 10
18-20 |Mirza Krbezlija Medunarodnja srednja Skola Sarajevo 6 1 3 0 10
21 |lbrahim Mustafic¢ Sarajevo Koledz 0 7 1 0 8
22-26 |Adis Hodzi¢ MSS Kljué 5 0 2 0 7
22-26 |Denin Mehanovié Gimnazija "Mustafa Kamari¢" Gracanica 5 1 1 0 7
22-26 |Edin Redzi¢ Gimnazija "Musa Cazim Cati¢" Te3anj 0 3 3 1 7
22-26 |Faris Kanti¢ Gimnazija "Musa Cazim Cati¢" Tesanj 0 3 2 2 7
22-26 |Senija Biogradlija Prva gimnazija Zenica 1 3 3 0 7
27-30 JAmar Buri¢ Gimnazija "Visoko" 4 1 0 0 5
27-30 |Dino Karakas Mjesovita srednja Skola Travnik 0 4 1 0 5
27-30 |Lamija Alagic Mijesovita srednja Skola Travnik 0 1 3 1 5
27-30 [Mahira Tankic Gimnazija "Mustafa Novali¢" Gradacac 1 1 3 0 5
31-32 [Muhamed ([Skenderovi¢  JUSK KoledZ 1 1 2 0 4
31-32|3ejla Jusic Gimnazija Bosanska Krupa 0 1 1 2 4
33-34 |Ajdin Nakicevié Gimnazija "Mesa Selimovi¢" Tuzla 0 2 1 0 3
33-34 JAlma Basic Gimnazija Bugojno 0 0 2 1 3
35 |Amir Begic¢ Druga gimnazija Mostar 0 0 0 0 0

Plasmani preuzeti sa infima.ba
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54. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE | HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA

International Burch University - Sarajevo, 26.04.2014.

IV RAZRED
Skola 21 722 173

Prezime Z4 TOTAL

1 |Abdulah [Jasarevi¢ Sarajevo KoledZ 7 7 7 7

2 |Rijad Muminovié Druga gimnazija Sarajevo 7 2 0 7

3 [JAnes Valenti¢ Sarajevo Koledz 7 3 5 0

4 |Lamija Kujan Medunarodna srednja Skola Sarajevo 7 2 3 1
5-6 |Dina Sarajli¢ Druga gimnazija Sarajevo 7 3 0 1
5-6 [Haris Brki¢ Sarajevo Koledz 7 3 1 0
7-10 |Amra Muratovié Gimnazija Zivinice 7 3 0 0
7-10 JEmir Barucija Prva gimnazija Zenica 7 2 0 1
7-10 |Luka Bozur Druga gimnazija Sarajevo 7 3 0 0
7-10 |[Mariam [Elamin Medunarodna srednja Skola Tuzla 7 2 0 1
11-17 JAhmed |AdZemovié Prva gimnazija Zenica 4 2 0 2
11-17 |Ensar Hasanbegovi¢ |Treca gimnazija Sarajevo 7 1 0 0
11-17 PJasmin  [HadZzajli¢ JU Srednja elektrotehnicka Skola Mostar 7 1 0 0
11-17 |Milan  |Zu%a SSC Hadyi¢i 7 0 0 1
11-17 JRasim Kaleta Medunarodna srednja Skola Sarajevo 7 1 0 0
11-17 |Samir Halil¢evic Gimnazija Zivinice 7 1 0 0
11-17 |Sumejja [Halilovi¢ Gimnazija "Visoko" 7 1 0 0
18-19 |Seid Mumi¢ 7 0 0 0
18-19 JTarik Suli¢ USK Koledz Biha¢ 7 0 0 0
20 JAmina Hasanovi¢ 5 1 0 0
21 |Amer Muratagic Gimnazija "Mustafa Novali¢" Gradacac 2 3 0 0
22-25 |[Emina  [Smajlovi¢ MSS "Hazim Sabanovi¢" Visoko 3 0 0 1
22-25 [Maida  [Sisi¢ Gimnazija "Musa Cazim Cati¢" Tesanj 2 1 0 1
22-25 [Melisa Mesan Gimnazija Bugojno 2 2 0 0
22-25 |Samra  |Catakovi¢ Gimnazija Cazin 4 0 0 0
26-31 JAhmed  |Kurtovi¢ MSS Travnik 3 0 0 0
26-31 JAlmin Zujo JU Srednja elektrotehnicka Skola Mostar 3 0 0 0
26-31|DZemo |Mustajbasi¢ Gimnazija "Mustafa Kamari¢" Gracanica 2 1 0 0
26-31 |Dienita |Fazli¢ USK Koledz Biha¢ 2 0 0 1
26-31 |Selma Hecimovié Gimnazija "Mustafa Novali¢" Gradacac 1 1 0 1
26-31 |Semir Omerovic JU MSS Srebrenik 2 1 0 0
32 |Elmedin |Jasi¢ JU Behram-begova medresa Tuzla 1 0 0 1

Plasmani preuzeti sa infima.ba
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