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I razred

. Neka su z i y razli¢iti realni brojevi takvi da je 2zy + 1 # 0 i neka su

:6x2y2+xy—1 B:x(xQ—l)—y(yQ—l)

A
20y +1 ' x—y

Koji je broj veéi, A ili B?

. U skupu cijelih brojeva rijesiti jednacinu

622 + 14y? = 2t + y* + 48.

. Nad stranicama jednakostrani¢nog trougla ABC' stranice a nacrtani su sa spoljasSnje strane
kvadrati ABLK, BCNM i CAQP. Odrediti povrsinu i obim Sestougla K LM N P(Q).

. Neboder ima 101 sprat numerisani od 1 do 101. Pretpostavimo da je lift stao 51 puta dok se
spustao sa najviSeg sprata. Dokazati da je stao na dva sprata ¢iji je zbir jednak 101.
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.
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IT razred

. Dokazati da rjeSenja z, z» kvadratne jednadzbe 22 + px — 2}% =0, p € R\{0} zadovoljavaju
nejednakost
o+ 5 > 2+ V2.

. Odredi sve proste brojeve p za koje vrijedi da je 14p? + 1 prost broj.

. Dvije kruznice jednakih poluprecnika duzine p upisane su u trougao ABC' tako da se medusobno
dodiruju, te jedna od njih dodiruje stranice AB i AC, a druga stranice AB i BC. Dokazati da
vrijedi

[AB| p

gdje je r polupre¢nik upisane kruznice u trougao ABC.

2 1 1
r

. Dokazati da za bilo koji skup X C {1,2,3,...,25} od 10 elemenata, uvijek postoje Cetiri
razli¢ita broja a, b, c,d iz X, takvi da vrijedi a + b = c + d.
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.
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. Rijesiti jednadzbu:
2

log? z+3log 2+3 —

X

\/aTll—l o \/ﬁﬂ.

. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je 3248 4+ n + n? djeljiv sa 2022.

. Ako za stranice a, b i redom njihove naspramne uglove «, S trougla ABC vrijedi
(a® + b*)sin(a — B) = (a* — b*)sin(a + B) ,

onda je trougao ABC jednakokraki ili pravougli. Dokazati!

. Da li je moguce konstruisati Semu od n vrsta i n kolona sa elementima {—1,0,1} takvu da
sume elemenata vrsta, kolona i obje dijagonale budu medusobno razli¢iti brojevi?
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IV razred

. Odrediti sve z € R i sve a € R za koje su brojevi

1—+/1-log,x,2log,z,1++/1—1log,x
tri uzastopna ¢lana rastuc¢eg geometrijskog niza.

. Dat je niz 5,10,11,13,17,25, ... u kojem je svaki sljedec¢i broj jednak zbiru prethodnog broja i
zbira njegovih cifara, tj. a; =51 a, = a,_1 + S(a,_1) za n > 1, gdje je S(x) zbir cifara broja
x. Da li se u tom nizu pojavljuje broj 20227

. Na stranici BC trougla ABC redom leze tacke N, L, M pri ¢emu je AN visina, AL simetrala
ugla ZCAB i AM tezisnica. Ako je

INAB = ZLAN = /MAL = ZCAM
odredite uglove trougla ABC.

. Neka je segment AB duzine 2 i neka na AB imamo disjunktne segmente koji su obojeni, tako
da udaljenost izmedu bilo koje dvije obojene tacke nije jednaka 1. Pokazati da zbir duzina
obojenih segmenata nije veci od 1.
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Svaki tac¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.



RJESENJA ZADATAKA



I razred

Zadatak 1. Neka su x iy razliciti realni brojevi takvi da je 2xy + 1 # 0 i neka su

:6:1:2y2+xy—1 B:x(a:Q—l)—y(yQ—l)

2y + 1 T =1y

A

Koji je broj veéi, A ili B?
Rjesenje. Sredimo prvo date algebarske izraze:

6%y oy — 1 62y + 3y — 2ay — 1

A= 2oy +1 27y + 1
_ 3ry(2xy + 1) — 2y + 1) _ (Bzy — 1)(2zy + 1) —3uy 1
20y +1 2zy +1
L) ) ety (@) ()
r—y r—y r—y
(z —y)a®+a2y+y°) — (x—y)

— =’ +ay+y°—1
(z —y)

Posmatrajmo njihovu razliku kako bismo utvrdili koji je vedi:
B-—A=24+ay+y*—1—-CBoy—1)=2"-2zy+y* = (x —y)* > 0.

Po uvjetu zadatke je x # y, pa je B > A.

Zadatak 2. U skupu cijelih brojeva rijesiti jednacinu 622 + 14y% = 2* + y* + 48.
RjeSenje. Jednacinu mozemo napisati u obliku:
ot — 627 + yt — 14y* = —48,

ot — 622 + 9+ ¢yt — 14y® + 49 = —48 + 58,
(° = 3)* + (y* = 7)* = 10.

Zbir kvadrata jednak je 10 ako i samo ako je jedan od tih kvadrata 9, a drugi 1, pa razlikujemo
sljedece slucajeve:
1) (22 =32 =1A2-7)?%*=9
2) (2 =3 =9A(y* =7 =1.
Drugi sistem nema rjesenja (jer (y*>—7) # +1 za svaki cijeli broj y). RjeSavajuc¢i prvi sistem jednacina
u skupu cijelih brojeva, dobijamo skup svih rjesenja:
(1‘, y) < {(27 2)7 (27 _2)7 <_27 2)7 <_27 _2)}

Zadatak 3. Nad stranicama jednakostranicnog trougla ABC' stranice a nacrtani su sa spoljasnje
strane kvadrati ABLK, BCNM 1 CAQP. Odrediti povrsinu i obim Sestougla K LM N PQ).

Rjesenje.
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Primijetimo da je
a2\/§
4 Y

Py = Prape =
jer je trougao ABC' jednakostrani¢ni,
Py = Pagrp = a®

jer je ¢etverougao AK LB kvadrat. P3 predstavlja povrSinu trougla BLM, odnosno trougla C'NP,
odnosno trougla AQK.

Visina iz tjemena B na stranicu LM dijeli trougao LM B na dva podudarna trougla koji su pravougli
i sa hipotenuzama duzine a. Trougao LM B je jednakokraki pa je njegova visina na stranicu LM
ujedno i simetrala ugla ZLBM = 360° — 90° — 60° — 90° = 120°. Ako je podnoZzje visine iz tacke B
na stranicu LM oznaceno sa F, onda je

ZLBF = /ZFBM = 60° .

Povrsina P3 jednaka je zbiru povrSina ova dva podudarna pravougla trougla, odnosno P; = P;.
Dakle,
Pxryvnpg = P+ 3P, +3P; = 4P, 4+ 3P, = az(\/g—i— 3) .

S druge strane, obim Sestougla je
Oxrymnpo = 3a+ 3|LM| = 3a + 3av/3 = 3a(1 + V/3) ,
jer je
LM| =2 |LF| = V3,
a|LF| = haapc-

Zadatak 4. Neboder ima 101 sprat numerisani od 1 do 101. Pretpostavimo da je lift stao 51 puta
dok se spustao sa najviseq sprata. Dokazati da je stao na dva sprata c¢iji je zbir jednak 101.

RjeSenje. Pretpostavimo suprotno, da tokom spusta lift nije stao na dva sprata ¢iji je zbir jednak

101. Neka su x1 < 9 < ... < x5 spratovi na kojima je lift stajao. Tada u ovom nizu brojeva ne
mogu biti brojevi 101 — 21,101 — x9, ..., 101 — x5;. U suprotnom bi imali dva sprata sa zbirom 101.
Ali ovo nije mogucée, jer skup {x1,zs,..., 251} C {1,2,...101} ima 51 element. Izvan njega se nalazi

49 elemenata, tako da jedan od brojeva x; mora biti jednak 101 — z;. To je kontradikcija.



IT razred

Zadatak 1. Dokazati da rjesenja x1,xo kvadratne jednadibe x* + px — 2% = 0, p € R\{0}

p
zadovoljavaju nejednakost
Ty > 2+ V2.

RjeSenje. Prema Vietovim formula imamo

1
T1+Tog = —pP, T1Ta2= _2_])2'
Sada je
o]+ 15 = (22 4+ 22)? — 2(z129)?

= [((z1 + 22)* — 22125]* — 2(2122)?

-2 (3)] ()

1 1
4
424 — —
P pt 2pt

1
4
= 2
P+ +24

1 2 2,32
2\2 (a®4b*>2ab)
- + +2>

1
2 _
> 2p ﬂp2+2_2+\/§.

Zadatak 2. Odredi sve proste brojeve p za koje vrijedi da je 14p* + 1 prost broj.

RjeSenje. Prosti brojeve koji pri dijeljenju sa 3 daju ostatak 1 su oblika 3k + 1, a oni koji pri
dijeljenju sa 3 daju ostatak 2 su oblika 3k — 1 (ili 3k +2), k € N.

Za p = 3k 4 1 imamo p? = (3k £ 1) = 9k* £ 6k + 1, pa je p?> = 3m + 1 (gdje je m = 3k* & 2k € N).
Dalje je 14p® + 1 = 14(3m + 1) + 1 = 42, +15 = 3(14m + 5), a ovo nije prost broj.

Ostaje jos slucaj kada je p = 3,

tada je 14p> +1=14-9 + 1 = 127, a to jeste prost broj.

Prema tome, jedino rjesenje je p = 3.

Zadatak 3.  Duije kruznice jednakih poluprecnika duzine p upisane su u trougao ABC tako da
se medusobno dodiruju, te jedna od njih dodiruje stranice AB ¢ AC, a druga stranice AB i BC.
Dokazati da vrijedi

[AB] ~ p

gdje je r poluprecnik upisane kruznice u trougao ABC.

2 1 1
r

Rjesenje.



Neka je S centar upisane kruznice. Ako je D centar upisane kruznice koja dodiruje stranice AB i
AC, onda je ZPAD = /MAS i ZAMS = ZAPD = 90°, pa su trouglovi AAPD i AAMS sli¢ni.
Analogno sli¢ni su i trouglovi AMBS i AQBE, gdje je E centar druge kruznice. Prema tome,

|AP|: |[AM|=p:r,
|BQ|: |BM|=p:r.
Kako je
|AP|+|PQ| + QB[ = [AB]
slijedi da je

AM BM
AAMI o, DMy

odnosno

Rl RS

(|AM] +[BM]) +2p = |AB]

';]AB] +2p=|AB|.

2 1
Odavdje je —— = —
|AB| p

Zadatak 4. Dokazati da za bilo koji skup X C {1,2,3,...,25}, od 10 elemenata, uvijek postoje
cetiri razlicita broja a,b,c,d iz X, takvi da vrigedi a + b = c + d.

RjesSenje. Neka je X = {x1,29,...,210} 1 1 < 27 < 29 < -++ < 219 < 25 1 posmatrajmo
skup {z; —x; | 6 <i < 10,1 < j < 5}. Vrijednosti ovog skupa pripadaju skupu {1,2,...,24}, a
imamo 25 razlika. Po Dirihleovom principu kutija dvije razlike moraju uzeti istu vrijednost a — ¢ =
d—0b, (a,b,c,de X),tja+b=c+d.



ITT razred

Zadatak 1. Rijesiti jednadzbu:
2

log? z+3logz+3 __
z =1

1 .
vr+1-1 Vaz+1+1

RjeSenje. D.P. x > 0. Kako je

2 2
1 =3 =%

1
Vae+1-1 vVar+1+1 z+1-1

vrijedi
2
xlog z+3log x+3 T

& [log 208" #3108743 — 10 2 A 1 > 0]
& [(log*x + 3logz + 3) logz = logz Az > 0]
& [(log?x +3logz +3 —1)logz =0 Az > 0
s l(zx=1Vlogz +3logz +2=0)Az >0
Slzr=1V(t=logr =t +3t+2=0= (t; = —1,ty = —2))) Az > 0]
@le\/x:i\/xzi.
10 100

Zadatak 2. Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je 3248 + n + n? djeljiv sa 2022.

RjesSenje.
Rastav broja 2022 na proste faktore
2022 =2-3-33T7.

Broj n? + n + 3248 = n(n + 1) + 3248 je uvijek djeljiv sa 2 jer je jedan od brojeva n i n + 1 djeljiv
sa 2, a 3248 je paran broj. Ispitajmo djeljivost sa 3.

3248 = 2 (mod 3),
Ako je n =0 (mod3) onda je n? +n =n(n+ 1) = 0( mod 3), pa nalazimo
n®+n+3248 =0+ 2 =2 (mod3).

Ako je n =1 (mod 3) onda je
n+n=n(n+1)=1-2=2 (mod3) i tada imamo

n® +n+ 3248 =2 + 2 = 1( mod 3).

Ako je n =2 (mod 3) onda je
n*+n=n(n+1)=2-3=0 (mod3), te dobijamo

n®+n+3248 =0+ 2 =2 (mod3).

10



Dakle u svim slu¢ajevima (za sve prirodne brojeve n) vidimo da broj n? + n + 3248 nije djeljiv sa 3
(daje ostatak 1 ili 2), pa prema tome nije djeljiv ni sa 2022.
Zadatak 3. Ako za stranice a,b i redom njihove naspramne uglove «, 8 trougla ABC' vrijedi
(a® 4+ b*) sin(a — B) = (a® — b*) sin(a + B) ,
onda je trougao ABC' jednakokraki ili pravougli. Dokazati!

Rjesenje.
Koristec¢i adicione formule za sinus zbira i razlike dobijamo

(a* +b*)sin(a — B) = (a* —V?)sin(a+ )

& (a® +b?)(sinacos B —sinfBcosa) = (a® —b?)(sinacos B + sin 3 cos )
& 2b2sinavcos 8 = 2a®sin B cos
& b sinacos3 = a’sinfBcosa .

Na osnovu sinusnog teorema znamo da je

a sina - b sin «
T = =0 ——7
b sinf sinf3’
pa uvrStavanjem u prethodnu jednakost dobijamo
sin? o
b sinacos f = b* - — 5— sin fcosa
sin® 3
i sin? o
sinacos f = — cosa .
sin 3
Odavde je
sin S cos B = sinacosa ,
odnosno

sin 23 = sin 2« .

Sada mozemo zakljuciti da je f = « ili da je 25 = 180° — 2«, odnosno da je a + 8 = 90°. Dakle,
trougao ABC je jednakokraki ili je pravougli.

Zadatak 4. Da li je moguce konstruisati Semu od n wvrsta i n kolona sa elementima {—1,0,1}

takvu da sume elemenata vrsta, kolona © obje dijagonale budu medusobno razliciti brojevi?

RjeSenje. Svih 2n + 2 suma trazenih u zadatku pripadaju skupu od 2n + 1 elemenata:
{-n,—n+1,...,-1,0,1,...,n— 1,n}.

Po Dirihleovom principu kutija kako imamo 2n + 1 mogué¢ih vrijednosti za 2n + 2 sume, slijedi da
dvije sume moraju biti jednake. Dakle, nije moguce konstruisati takvu Semu brojeva.

11



IV razred

Zadatak 1. Odrediti sve x € R 1 sve a € R za koje su brojevi

1—+/1-log,z,2log,z,1++/1—log,z

tri uzastopna clana rastuceqg geometrijskog niza.
Rjesenje. D.P. x > 0,a > 0,a # 1,1 —log,x > 0, no zbog ¢injenice da ¢lanovi moraju Ciniti
rastuc¢i geometrijski niz, posljednji uvjet mora biti u formi 1 —log, z > 0, Sto implicira

O<z<a, a>1,

r>a, a<l.

Na osnovu osobina geometrijskog niza

(2log, z)? = (1 — y/1 — log, z)(1 + /1 — log, x)

4log>x =1— (1 —log, x)
4log® x = log, x
log, z(4log,z —1) =0

Jedno rjeSenje je log, x = 0, a to ne moze biti ¢lan rastuceg geometrijskog niza.
Drugo rjesenje je log, xr = i & x = Ya a to zadovoljava uvjet D.P. i uvjete zadatka jer

Va<a,a>1, Va>a,a<l.

Zadatak 2. Dat je niz 5,10,11,13,17,25, ... u kojem je svaki sljedeéi broj jednak zbiru prethodnog
broja i zbira njegovih cifara, tj. a; =5 i a, = ap_1+ S(an_1) za n > 1, gdje je S(x) zbir cifara broja
x. Da li se u tom nizu pojavljuje broj 20227
RjeSenje. Brojevi x i S(x) daju iste ostatke pri dijeljenju sa 3, tj. z = S(x) (mod3) te zato
dobijamo da za svako n > 1 vrijedi
ap = ap_1 + S(ap-1) = a1 + ap_1 = 2a,-1 (Mmod 3).
Tako nalazimo:
a; =5=2 (mod3)
as =2-5=1 (mod3)
az=2-1=2 (mod3)
ag=2-2=1 (mod3)

Odavde induktivno zakljuc¢ujemo:
za svako k > 1 vrijedi agx_1 = 2 (mod 3) i ag, = 1 (mod 3).
S obzirom da 2022 = 0 (mod 3), to zna¢i da se broj 2022 ne pojavljuje u datom nizu.

Zadatak 3. Na stranici BC trougla ABC redom lee tacke N, L, M pri cemu je AN visina, AL
simetrala ugla ZCAB i AM teZisnica. Ako je

/NAB = /LAN = /MAL = ZCAM
odredite uglove trougla ABC.

Rjesenje.
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f# N L M C

Kako je ZNAB+ ZNAL+ /Z/MAL+ ZCAM = «, to je ZBAN = %. Primjenom sinusnog teorema

na trougao LM A imamo
|AM|  |AL]

sin /ALM  sin/LMA "’

Jasno je da je

IMLA = -+

’

LLMA =

oY oY
YRR ol

Osim toga
4NBA:4LNA:%-%,

pa je trougao BLA jednakokraki i vrijedi |[AB| = |AL| = ¢. Dalje je

|AM| =

c-sin ZALM  c-sin(§5+§) c-cos§
sin /ZLMA — sin(3 — %)

Tacka M je sredidte stranice BC pa je

Prape = 2Paamc

to jest
1 1
ébcsina:2-§b|AM]Sin%,
odakle je
2sin ¢ cos ¢
sinqg = —32—14 = L
cos §
odnosno o
e 6 SIDE
2sin — cos — = ;
2 2 cosg
cong:l
2
2
Dakle, COS% = :l:%, paje a = g; ;
T o« T
TTiT s
7
’y—ﬂ'—Oé—ﬂ—g.



Zadatak 4. Neka je segment AB duzZine 2 i neka na AB imamo disjunktne segmente koji su
obojent, tako da udaljenost izmedu bilo koje dvije obojene tacke nije jednaka 1. Pokazati da zbir
duZina obojenih segmenata nije veci od 1.

RjeSenje. Srediste segmenta AB ozna¢imo sa S i izvrS$imo translaciju svih obojenih segmenata
u AS vektorom ﬁ Kako je duzina segmenta |AS| = 1, translacijom dobijamo disjunktne obojene
segmente na SB ¢ija je suma jednaka sumi duzina prije translacije. Kako je |SB| = 1, suma nije
veca od 1.
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