UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih Skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
Tuzla, 18. mart/ozujak 2017. godine

I razred

. Odrediti zbir koeficijenata polinoma
P(z) = (¢%7 — 52° + 10z — 5)" (22 — 3)° (32% + 4)° + 2066.

. Odrediti sve realne brojeve x za kojevrijedi nejednakost

[l — 1] — 22| > |z]|.

. Stranice trougla AABC imaju duzine; AB = 48 ¢m, AC = 55 cm i BC = 73 ¢m. Na
stranici BC' su odabrane tacke D i E tako da je BD = 18 cm i CE = 25 cm. Odrediti
velicinu ugla L DAE.

. Neka su z, y, z razliciti realni brojevi za koje vrijedi x +y+ z = 2016. Odrediti vrijednost

1zraza
2?(r+1) iy +1) 22(z+1)

(@=ylz—2) -—2)ly—2) GE-2)(z-y)

. Postoje li prirodni brojevi a, b, ¢, d takvi da je

1 1 1 1 0
E—F——Fg-f——:l.
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.



UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih Skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
Tuzla, 18. mart/ozujak 2017. godine

II razred
. U jednadzbi 22 —x—m = 0 odrediti parametar m tako da rjeSenja jednadzbe zadovoljavaju
uvjet:

o3 4 13 = 2017.

. Dokazati jednakost

32 ({’/20+14¢§+ V20 — 14\/§>3 —31 (f/\/5+2— i’/\/ﬁ—z) = 2017.

. Dokazati da ne postoji prirodni broj n takav da je 23" 4+ 2" 4+ 1 potpun kvadrat.

. Date su duzine stranica trapeza: a = 30 cm, b = 15 ¢cm, ¢ = 16 cm, d = 13 cm, gdje je
a || e. Odrediti:

a) povrsinu trapeza,

b) povrsinu dijelova trapeza na koje srednja linija dijeli trapez.
. Odrediti sve realne funkcije f : R — R koje zadovoljavaju jednakost
22f () + f(1 —2) =20 —2*

za sve ¢ € R.
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.



UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih Skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
Tuzla, 18. mart/ozujak 2017. godine
IIT razred

. U skupu realnih brojeva rijegiti nejednadzbu

)x2—3x

(x2—3cc—9 <1.

. U trouglu sa stranicama a, b, ¢ i povrsinom P vrijedi jednakost
V3 (62 +c - a2) = 2bc — 4P.
Odrediti veli¢inu ugla naspram stranice a.

. Dati su realni brojevi ay, as, az € R1iby, by, bg € R\ {0}, takvidaje 1 < % <2,i=1,2,3.
Dokazati da vrijedi nejednakost '

al + a3+ a3 + 2 (b + b3 + b3) < 3 (a1by + asbs + azbs).
Kada vrijedi jednakost?

. Neka je P (z) = 2% + 2° + 2* + 23 + 22 + 2 + 1. Odrediti ostatak pri dijeljenju polinoma
P (z") polinomom P (z).

. Odrediti sve prirodne brojeve n, takve da je broj

J G
n! — - =
2 3 n nl

djeljiv sa n.
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.



UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih Skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
Tuzla, 18. mart/ozujak 2017. godine
IV razred

. . e . .. 1. 02386 o
. Neka je ay,as, ..., a,, ... aritmeticki niz u kojem vrijedi = —1. Odrediti asg7.

1648

. U skupu pozitivnih cijelih brojeva rijesiti sistem jednadzbi

1 2 3
—+-+-=1,
Ty =z
o0yz
2 3z = .
T+ 2y + 92 S+ ye

. Neka je z kompleksan broj takav da je |z + ﬂ = /5. Dokazati da vrijedi
2 2
5—1 5+1

. Neka je AABC' zadani trougao i neka je BD simetrala ugla ZABC. KruZznica opisana
oko trougla ABC'D sijece stranicu AB u tacki E, tako da E lezi izmedu tacaka A i B.
Kruznica opisana oko trougla AABC sijece pravu C'E u tacki F' # C'. Dokazati da vrijedi
relacija

Kada vrijede jednakosti?

BC+BF_ CE
BD  BA CD’

2 2
. Tacka @ je ortogonalna (normalna) projekcija proizvoljne tacke P elipse I—2 + le_? =1
a

na osu Oz. Kroz tacku P povucena je prava li, paralelna s osom Oz, a kroz tacku @)
prava [y, paralelna s duzi OP. Odrediti krivu (tj. njenu jednadzbu) koju opisuje tacka
M, presjek pravih [y i o, kada tacka P opisuje datu elipsu.
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.



RJESENJA ZADATAKA



I razred
Zadatak 1. Odrediti zbir koeficijenata polinoma
P(z) = (¢ — 522 + 10z — 5)" (22 — 3)* (322 + 4)° + 2066.
Rjesenje. a) Nakon mnozenja dobili bismo polinom stepena 27-4+1-3+2-2 = 115.
Zato se moze napisati
(27" — 522 + 10z — 5)" (22 — 3)° (322 + 4)* + 2066 = apz"® + a1z + -+ + ays,
Posto je to identitet, stavivsi x = 1 , dobijamo

ag+ay + -+ +aps =1 (=1)° - 72 + 2066 = —49 + 2066 = 2017.

Zadatak 2. Odrediti sve realne brojeve = za koje vrijedi nejednakost
[l — 1] — 22| > |z|.

Rjesenje. Rijesimo ovu nejednadzbu po intervalima, koristec¢i tablicu samo za "osnovne"
apsolutne vrijednosti:

T —00 0 1 +00
x — 0 + + +
r—1 — — — 0 +

i) x € (—o0,0[:
|z =1 —2z| > |z| & |—2+1—-2z|>—-2 & |1—3z|>—=z.

Zaz € (—00,0] izraz 1 —3x je uvijek pozitivan, pa imamo da je zadnja nejednakost ekvivalentna

sa 1 — 3z > —x, odnosno x < 3
Dakle, Ry = (—00,0].
i) x € (0,1]:

|z —1| -2z > 2] & |—z+1—-2z|>2 & |1—3z| >z
Promatrajuéi izraz 1 — 3z u intervalu (0, 1], vidimo da je on za x € <O, §] nenegativan, a za
1
T € <§, 1] negativan, pa imamo dva slucaja:

1 1 1
a) x€<0,§]:|1—3:p|>x(:>1—3x>x(:>x<Z:>Ra:<0,Z>,

1 1 1
b) z € 571]: |1—3I|>x<:>—1+3x>x<:>x>§:>Rb—<§,1],

1 1
Dakle, R2 = Ra U Rb = <O, Z> U <§, 1:| .



i) x € (1,400):
|z =1 —2z| > Jz| & J[x—1-2z|>2 & |-1—2a|>ux,

tji. 1+ 2z >x = 1>0, §to je tacno za svako = € (—o0, +00) .
Dakle, Ry = (1, 400) .

Kona¢no imamo da je rjesenje date nejednadzbe

1 1
R:R1UR2UR3:<—OO,O]U<0,—>U<— 1:| U<1,+OO>,

1 2’
1 1
tj. R={ —o0, -~ - .
=g pe)

Zadatak 3. Stranice trougla NABC' imaju duZine; AB = 48 ecm, AC = 55 em 1+ BC = 73
cm. Na stranici BC' su odabrane tacke D i E tako da je BD = 18 cm @ CE = 25 em. Odrediti
velicinu ugla L DAE.

Rjesenje. Uvedimo sljedece oznake: L BAD = ¢, ADAE = ¢, LAAC = 1. Kako je BA =
BE = 48 ¢m, imamo da je LAEB = { BAE = € + ¢, dok iz jednakosti CA = C'D = 55 cm,
slijedi da je LADC = £CAD = ¢ + 1. Promatrajuéi trougao AADFE, dobijemo

180°=(e+p)+(p+¢)+p=(+e+1)+20p.

Kako je 482 +55% = 732, zakljuujemo da je trougao AABC pravougli, tj. da je ugao £ BAC =
e+ ¢+ = 90°. Dakle, 180° = 90° + 2¢, tj. LDAE = ¢ = 45°.

30

Zadatak 4. Neka su x,y,z razliciti realni brojevi za koje vrijedi x + y + z = 2016. Odrediti

vrigednost izraza
z?(x +1) Yy +1) 2*(z+1)
G—e—-2 G-ny—-2 G-nE—y




Rjesenje.

r3(r +1) v (y+1) 22(z+1)
G—we—2  G-nu-2  (-2)(-y)
B ZL‘2 y2 22 l‘S y3 2,3
TE-e-2 G-n-2 G-0G-9 G-9e-2 G-0u-2 c-2)0C-9
P z—y)+ (e —2) + 22y — o) N ?(z—y)+ e —2)+ 22 (y — )

B (= y)(y —2)(z — ) (—y)y —2)(z —2)
B x2z — xzy + y2x — y2z -+ z2y — 2%z 3z — x3y —+ y3x — y3z —+ 23y — 23z
(r —y)(y —2)(z — ) (= y)y —2)(z —z)

_ Pyt oy) ma (g Py by oyt) ma (P -y
(z—y)(y —2)(z — ) (z—y)(y - )(z—fv)
oy @ty —a(zty) Py teyloy ety —elz—y) (P ryz+y’)

(z —y)(y —2)(z — x) (z —y)(y — 2)(z — x)
_ GGy ll—2)—y@—2)]  (2—y) @+ 22y +2y’ —x2® —ayz — ay’)
(z = y)(y — 2)(z — x) (z = y)(y — 2)(z — x)
_ @yl =) () @ ey 2Py — o+ 2y® - aye)
(z—y)(y —2)(z — x) (z —y)(y —2)(z — x)

(z—y)lr(@®—y?) =2 (x —y) — 2y (v — y)]
(z—y)(y—2)(z —x)
(z=ylr@—y) (@+y) —2*(@—y) —2y(x—y)
(z—y)(y—2)(z — )

=1+

=1+

(z—y)@—y) @ +ay—22—zy)  (z—y)(x—y)(2® =22 +ay— 2y)
L e e TS | R

) -9 @-2) @t ty@a—2)] . (1) (@) (@—2) (@t z+y)
- @) —2)(z—2) IR Fra s Gy
gty o= gy 9016 = 2017,

(z —y)(y —2)(z —x)

Zadatak 5. Postoje li prirodni brojevi a,b, c,d takvi da je

11 1 1
StEtata=1

Rjesenje. Ne umanjujuci opcenitost rasudivanja, zbog simetri¢nosti jednadzbe, moze se pret-

1 1 1
postaviti da je 1 <a < b <c<d. Tadajeﬁé—gﬁbjﬁ —, baje
4 1 1 1 1 4
2 atptateTica

Odavde slijedi da je a® < 4, tj. a < 2. Kako je a > 1, onda preostaje kao jedina moguénost
a = 2. No, tada je
3 1 1 1

ESptatg”



odakle slijedi b* < 4, odnosno b = 2. Sada se dobije
2 1 1 2

2
e 2t e &

C

<

N | —

pa je ¢®> < 4, odnosno ¢ = 2. Jasno je da je tada d = 2. Dakle, jednadzba ima jedinstveno

rjeSsenje u skupuprirodnih brojeva: a =b=c=d = 2.



IT razred

Zadatak 1. U jednadzbi 2> — x — m = 0 odrediti parametar m tako da rjeienja jednadzbe
zadovoljavaju uvjet:
x} + x3 = 2017.

Rjesenje.lz Vietéovih formula: x; +x9 =1, x1 -2 = —m slijedi

23 + 23 = 2017 & (21 + x2)% — 3x12y (21 + 23) = 20177 < 1+ 3m = 2017 < m = 672.

Zadatak 2. Dokazati jednakost

32 ({’/20+14\/§+ (’/20—14\/5)3—31 ({’/\/5+2— {’/\/3—2> = 2017.

Rjesenje. Kako je
A=1/20+14v2 = §’/8+3~22\/§+3-2(\/§)2+ (\/5)3
_ {’/(2+\/§)3:2+\/§,

B=\3/20—14\/§:{’/8—3-22\/§+3-2<¢§)2—<ﬁ)3
:{’/(2—\/5)3:2—\/5,

A+ B=4.

to je

Ako stavimo

a::{’/\/g—l—Z—{’/\/g—Q,

pa stepenujemo sa 3 obje strane jednakosti, dobijemo

2 =5 +2
—3W3+2-W5—2<W5+2—W5—2)
~(vi-2)

:4—3({'/\/5+2—§/\/5—2) =2’ +3r—-4=0

Kako je
2 +3r—4=(2"-1)+ @Bz —3)=(z—1) (2> + 2 +4)

i kako je

(x2+x+4) #0, zasvez € R,

10



toje x=1.

Zbog toga je

3 3 3 3 3
32 (\/20+14\/§+ \/20—14\/5) —31 <\/\/5+2—\/\/5+2) =32 64 — 31 = 2017.

Zadatak 3. Dokazati da ne postoji prirodni broj n takav da je 23" + 2" 4+ 1 potpun kvadrat.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji prirodni broj m takav da je 23" +2" 41 = m?
odnosno

Y

2" (2" +1) = (m—1)(m+1).

Kako je na lijevoj strani posljednje jednakosti paran broj, to mora biti m neparan, npr. m =
2k +1 (k € N). Sada imamo

2" (22" +1) =2k (2k + 2),

odakle je
2" (2 + 1) =k (k+1).

Kako je na desnoj strani proizvod dva uzastopna broja, to bi moralo biti 2"~2 = 22" iz ¢ega bi
slijedilo da je n = —2, sto je kontradikcija s ¢injenicom da je n prirodan broj. Dakle, tacna je
tvrdnja da ne postoji trazeni prirodni broj.

Zadatak 4. Date su duZine stranica trapeza: a = 30 cm, b =15 ¢cm, ¢ = 16 cm, d = 13 c¢m,
gdje je a || c. Odrediti:

a) pourinu trapeza, b) povrsinu dijelova trapeza na koje srednja linija dijeli trapez.

Rjesenje.

D c C
m
d b
X[ Ay
A D1 a C1 B
Slika 2

a) Iz pravouglog trougla AAD;D (Slika 2) imamo h? = d* — x?, a iz pravouglog trougla
ABC;C imamo h? = b? — y2. Zato je d* — 2? = b* — 9%, tj. y* —2? = b* — d*> = 152 — 132 = 56.
Kako je a — (z +y) = ¢, to je  + y = 14. Uvrstavanjem y = 14 — x u y? — 2% = 56, dobijamo

1
v = 5.h% = d®— 2% — 144, Dakle, h = 121 P = 2°¢ ., = 30016 4o o

11



b) Neka je P trapez ¢ije su osnovice a i m, a P, trapez Cije su osnovice m i ¢. Vrijedi:

h
o=y = g im = “;FC. Dovoljno je izracunati P, jer je onda P» = P — P;. Dakle,
+G+C
a+m h ¢ 2 h 3a+c h
P = - - 21591 Py= P — P, = 276 — 159 = 117.

Zadatak 5. Odrediti sve realne funkcije f : R — R koje zadovoljavaju jednakost
22f () + f(1—2) =20 —2* (1)
za sve v € R.
Rjesenje. Ako u jednakosti (1) umjesto x stavimo 1 — z, dobijamo
A—2P f(l—2)+f(2)=2(1-2)— 1—a)". @)

Jednadzbe (1) i (2) ¢ine sistem jednadzbi s nepoznanicama f (z) i f (1 — z). Iz jednadzbe (1)
je f(1 —x)=2x—a* — 2%f (r). Zamjenom u jednadzbi (2), imamo

(1—2z) [2x—x4—x2f(:c)}—i—f(:(:):2(1—a:)—(1—x)4,

odnosno
— (2 —z+1)(2®—2-1)f(x)=(1—2)(1+3z—32>+2° — (1 —z) (22 — 2*))
=(1-2)(1+z—2>+2°+2"—2°)
=@-1) (2 —a*—2*+27—2-1)
=@-1)[2°@*-2-1)+2°—z—1]
=@-1)(2"—2-1)(z+1) (2> —z+1),

pa je
f@)=—@@-1(x+1)=1-2"

Neposrednom provjerom se uvjerimo da je ova funkcija zaista rjesenje date funkcionalne jed-
nadzbe.

12



I1T razred

Zadatak 1. U skupu realnih brojeva rijesiti nejednadzbu

z2—3x

(z* =3z —9) <1

Rjesenje. Uocimo prvo da (def. podrucje) mora biti

x2—3x—9>0(:)x€<—oo,_3(\/5_1)>U<3(\/52+1),+oo>.

2

Razlikovat ¢emo dva slucaja: a) 2> —3x —9<1ib) 2> -3z -9 > 1.
U slu¢aju a) imamo

(12— 32—-9)" " <le (12-32-9)" " < (22— 3z-9)°

& (2° =3z >0A2> =3z —10 < 0)

& (z € (—00,0]U[3,+00) Az € [—2,5])

& xe[-2,00U[3,5]. (3)
U slucaju b) vrijedi

z2—3x

(12— 32-9)" ¥ <le (12-32-9)" " < (22— 3z-09)°
& (2 =32 <0A2® =32 —10>0)
s xel0,3] Az e (—o0,—2) U (5, +00)
sz el.

Presjek definicionog podrucja i (3) daje rjesenje date nejednadzbe:

re [_2,M>U<W§“> ;

2

2 Y

Zadatak 2. U trouglu sa stranicama a, b, c i povrsinom P wvrijedi jednakost
V3 (b + ¢ — a?) = 2bc — 4P.
Odrediti velicinu ugla naspram stranice a.

Rjesenje. Kako je P = fbcsina i primjenom kosinusnog teorema: b + ¢ — a® = 2bccos a,
imamo

b? + 2 — a? 2be sin
3 (b2 2 ) =2Wc—-PesV3I— =1 - —
\/_( te a) ¢ V3 2bc 2bc
sto je ekvivalentno sa
1 3
sina+\/gcosazl(:)§sina+§cosa:§
o i 7T+ LT 1
sincos — 4+ sin — cosa = —
3 3 2
o i < +7T> 1(:) +7T 5%
sin{fa+—=-)=-a+—-=—
3 2 3 6’

13



odakle je a = g
Zadatak 3. Dati su realni brojevi ay,as,as € R i by, by, by € R\ {0}, takvi da je 1 < % <2,
1 =1,2,3. Dokazati da vrijedi nejednakost '
CL? + CL; + (132) + 2 (b% + bg + b%) S 3 (a1b1 + a2b2 + a3b3) .
Kada vrijedi jednakost?

Rjesenje. Kako je za x € [1,2] zadovoljena nejednakost 22 — 3z + 2 < 0, to vrijedi

2
Q; a; .
— ] —3—4+2<0 =1.2,3
<bl) bZ+ — ) 2 ) ) )

odnosno a? + 2b? < 3a;b;, i = 1,2,3. Sabiranjem dobijenih nejdnakosti, dobijemo trazenu
nejednakost.

Jednakost vrijedi za % =1i % =2,tj. a;,=b;ia;=2b;,i=1,2,3.
Zadatak 4. Neka je P (x) = 2° + 25 + 2% + 2% + 2® + o + 1. Odrediti ostatak pri dijeljenju
polinoma P (z7) polinomom P (x).

Rjesenje. Primijetimo da je
P = () =1)+ (6N = 1)+ (D' = 1)+ ()’ - 1)+ (1) 1)+ (- 1)+7.

Polinom u svakoj od Sest zagrada je oblika (3:7)k —1, k =1,2,...,6, pa koriste¢i formulu za
razliku k-tih stepena,

ab =" =(a—b) (A" +a" P+ .+ abP )

dobijamo da je svaki od tih polinoma djeljiv polinomom z7 — 1. Kako je 27 —1 = (z — 1) P (),
zakljucujemo da je trazeni ostatak pri dijeljenju polinoma P (z”) polinomom P (z) jednak 7.

Zadatak 5. Odrediti sve prirodne brojeve n, takve da je broj

M1+ L + L + ...+ ! + !
n! i e
2 3 n  n!
djeljiv sa n.
Rjesenje. Ocito da je n = 1 jedno rjesenje. Neka je n > 2. Imamo
1 1 1

Ml4+=-+=-+...+— —Dl+1
n(+2+3+ +n_1)+(n )"+

Kako je izraz

2 3 n—1

djeljiv sa n, potrebno je i dovoljno da (n — 1)! + 1 bude djeljivo sa n, sto je po Wilsonovom
teoremu ako i samo ako je n prost broj.

1 1 1
n(l+-+54+.. +

14



IV razred

Zadatak 1. Neka je ay,as, ..., ay, ... aritmeticki niz u kojem vrijeds (2386 _ —1. Odrediti asgy7.
1648
Rjesenje.
2386
= —1 & a9386 + a164s = 0 & (&1 + 2385d) + ((11 + 1647d) =0
1648

& 2a1 +4032d = 0 < ay + 2016d = 0 < agg7 = 0.

Zadatak 2. U skupu pozitivnih cijelih brojeva rijesiti sistem jednadZzbi

1 2 3
-+ —-+-=1,
r Yy oz
50y z
2y + 3z = .
T oy + oz 8+ yz

Rjesenje. Koristeti Cauchy-Schwarzovu nejednakost, imamo
1 2 3
<—+—+—) (z+2y+32) > (1+2+3)* = 36,
r oy oz
tj. * + 2y + 3z > 36. S druge strane je

50y z 400
2 3z = =50——= (8 400
T Ay oz 8+ yz 8+ yz (8+yz) | ’

pa vrijedi da je
(x 4+ 2y +3z,yz) € {(49,392),(48,192) , (46,92) , (45,72) , (42,42),(40,32)} .

Razmotrimo pojedinacno svaku od ovih moguénosti.
i) x 4+ 2y + 3z = 49, yz = 392, $to implicira da vrijedi

49 = x4+ 2y + 32 > 2y + 32 > 2/6yz = 26 - 392 > 49,

a to je kontradikcija, pa ovaj slucaj otpada.
ii) x + 2y + 3z = 48, yz = 192, sto implicira da vrijedi

48 = x4+ 2y + 32 > 2y + 32 > 2/6yz = 26 - 192 > 48,

a to je kontradikcija, pa i ovaj slucaj otpada.
iii) x 4+ 2y + 3z = 46, yz = 92, $to implicira da vrijedi

46 =z + 2y + 32 > 2y + 32 > 21/6yz = 2V6 - 92 > 46,

a to je kontradikcija, pa ovaj slucaj otpada.

iv) x + 2y + 3z = 45, yz = 72. Iz yz = 72 slijedi (y,2) € {(8,9),(9,8),(12,6)}, a vodeti
ra¢una o prvoj jednadzbi datog sistema, zakljucujemo da je (3,12,6) jedino rjesenje u ovom
slucaju.
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V) x4 2y + 3z =42, yz = 22. Iz yz = 42 slijedi (y, 2) € {(6,7),(7,6)}, a vodedi racuna o
prvoj jednadzbi datog sistema, zakljucujemo da obje moguénosti ne dolaze u obzir.

vi) z + 2y + 3z = 30, yz = 32. Kao jedine moguénosti dobijamo: (y,z) € {(4,8),(8,4)},
a vodeéi racuna o prvoj jednadzbi datog sistema, zaklju¢ujemo da je (8,4, 8) jedino rjesenje u
ovom slucaju.

Rjegenje" (ZL’, Y, Z) < {(3) 127 6) ) (87 47 8)}

Zadatak 3. Neka je z kompleksan broj takav da je }z + ﬂ = /5. Dokazati da vrijedi

<\/52—1> <l < <\/52+1> |

Kada vrijede jednakosti?

RjeSenje. Imamo da vrijedi

z+%‘=\/g<:>|22+1}:\/5|z|. (4)

Iz nejednakosti trougla slijedi
|22+ 1 +[-1] > || = [2+1] > || - 1= 12)* — 1.
Koristeci uvjet (4) sada imamo
V52| = 2% + 1 > 2P —1= 2P = V52| —1<0

VE+3 <\/5+1>2

= |zl <
7l = —; 2

Jednakost vrijedi ako i sam ako je z = £ (@)
S druge strane, ponovo koriste¢i nejednakost trougla, dobija se

2% + 1] + | -7 21:‘z2+1{21—‘22}:1—|z|2.
Analogno prethodnom slu¢aju, imamo
\/5|z|:|22+1}21—|z|2:>|z|2+\/3|z|—120
—V5+3 (\/5—1)2
5 .

= |z| >
2] 2 5

2
Jednakost vrijedi ako i samo ako je z = +1¢ (@) .

Zadatak 4. Neka je ANABC zadani trougao i neka je BD simetrala ugla ZABC'. Kruinica
opisana oko trougla ANBCD sijece stranicu AB u tacki E, tako da E lezi izmedu tacaka A i
B. Kruznica opisana oko trougla ANABC sijece pravu CE u tacki F # C. Dokazati da vrijeds

relacija
BC BF CE

BD "BA_CD
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Rjesenje. Neka je LZABC = 3, ZACB = ~. Kako je BD simetrala ugla ZABC, vrijedi

/BDC = 180° — ~ — g

Primjenom sinusnog teorema na trougao ABDC', imamo

BC _sin /ZBDC B sin (7—1— g)

BD sin vy sin 7y
Kako je BEDC' tetivni ¢etverougao, slijedi da je

/BCE = 180° — (ﬁ+180°—7—§) zv—g.

Iz ¢injenice da je BF AC takoder tetivni ¢etverougao, slijedi

/BAF = /BCF = /BCE =~ — g

Primjenjujuéi sinusni teorem na trougao ABAF', imamo

BF _sin/BAF _ sin(y—5)
BA  siny  siny

1z tetivnog ¢etverougla BEDC' (primjenom sinusnog teorema) dobijamo

CE  sinp

D= Sing = 2cos 3.

Konaé¢no, imamo

BC  BF _CE sin (y + £) +sin(fy—
BD BA CD sin 7y sin 7y

& sin (7+§) + sin <7— g) = 2siny cos 3,

)
2. —2cosf3

to je ocito tac¢na jednakost!

2 2

Zadatak 5. Tacka Q je ortogonalna (normalna) projekcija proizvoljne tacke P elipse 33—2—1—3;—2 =
a

1 na osu Ox. Kroz tacku P povucena je prava li, paralelna s osom Oz, a kroz tacku ) prava

la, paralelna s duzi OP. Odrediti krivu (tj. njenu jednadzbu) koju opisuje tacka M, presjek

pravih 11 i ls, kada tacka P opisuje datu elipsu.

Rjesenje. Neka su ¢ i 1 koordinate proizvoljne tacke P date elipse. Tada je tacka M presjek
pravih

Lh:y=n 1 lb:nx—E&—£&n=N0.

Naime, prava OP :y = gx je paralelna sa pravom [z, koja prolazi tackom @ (&, 0), pa je



Iz jednadzbi pravih [, ¢ [5 se dobije:

Zmajuci da tacka P opisuje datu elipsu, onda vrijedi

2 2
%+1:1
a b2

Zamjenom (5) u (6), dobijamo jednadzbu

2 2
Ny
4a?2 = b2

koja predstavlja sliku (tj trazenu krivu) koju opisuje tacka M kada tacka P opisuje datu elipsu.
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