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Definicija
Neka je x (t) funkcija realne ili kompleksne varijable t. Diferentni
operator (ili razliku prvog reda) definiramo jednakos¢u

Ax(t) =x(t+1) —x(t). (1)

@ Uglavnom ¢emo u buduéim primjenama smatrati da je domen funkcije
x skup uzastopnih cijelih brojeva, kao npr. skup N = {1,2,3,...}. U
tom slucaju varijablu t zamijeni¢emo oznakom n, a izraz x (n) sa xp,
pa ¢emo jednakost (1) pisati u obliku

AXp = Xnt1 — Xn-
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Definicija

Neka je x (t) funkcija realne ili kompleksne varijable t. Diferentni
operator (ili razliku prvog reda) definiramo jednakos¢u

Ax(t) =x(t+1) —x(t). (1)

@ Uglavnom ¢emo u buduéim primjenama smatrati da je domen funkcije
x skup uzastopnih cijelih brojeva, kao npr. skup N = {1,2,3,...}. U
tom slucaju varijablu t zamijeni¢emo oznakom n, a izraz x (n) sa xp,
pa ¢emo jednakost (1) pisati u obliku

AXp = Xnt1 — Xn-
@ Opcenito, razlika reda n definira se indukcijom:

A (t) = A (A" x (1)) (n=2,3,...).
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Definicija

Translacijski operator (shift operator ili operator pomaka) definiramo
Jjednakoséu
Ex(t) =x(t+1). (2)

U slucaju da je domen funkcije x skup uzastopnih cijelih brojeva, formula
(2) moze se pisati u obliku
Exp = Xpt1.

Primjedba

Ako sa | oznacimo identicni operator, to jest | (t) = t, tada ocigledno
imamo A = E — |,odnosno E = A+ |. Osim toga, operatori A i E su
linearni operatori i medusobno komutiraju (AE = EA).
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Teorem

Osobine operatora A:

@ A" (Ax(t)) = A™ (A" (t)) = A™x (t), (m,n € N),
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Teorem

Osobine operatora A:
Q@ A" (A™x (t)) = A™ (A"x (t)) = A™T"x (t), (m,n € N),
Q@ A(x(t)+y(t) =Ax(t)+Ay(t),
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Teorem

Osobine operatora A:
Q@ A" (A™x (t)) = A™ (A"x (t)) = A™T"x (t), (m,n € N),
Q@ A(x(t) +y (1) = Ax(t) + Ay (1),
© A(Cx(t)) = CA(x(t)), ako je C konstanta,
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Teorem

Osobine operatora A:

Q@ Ax(t) +y (1)) = Ax(t) + Ay (1),
© A(Cx(t)) = CA(x(t)), ako je C konstanta,
t

(t) Ay (t) + Ey (t) Ax (t)
Ax (t) + Ex (t) Ay (t)
Ay (t) +y (t) Ax (1) + Ax (1) Ay (t),
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Teorem

Osobine operatora A:
Q@ A" (A™x (t)) = A™ (A"x (t)) = A™T"x (t), (m,n € N),
QO A(x(t)+y(t)) =Ax(t)+Ay(t),

X )

(x (t)), ako je C konstanta,
O A(x(t)y (1)) =x(t) Ay (¢) + Ey (t) Ax(t)
=y () Ax(t) + Ex (t) Ay (1)
— x(8) Ay (£) + () Ax (1) + Bx (£) By (2),
x (1)) _ y(8)Ax(t) — x(t) Ay ()
eA(y(t))_ y (t) Ey () '
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Neka je a konstanta. Tada vrijedi:

Q@ Na—=a—a=0,
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Neka je a konstanta. Tada vrijedi:

Q@ Na—=a—a=0,

Q Aat =attl —at = (a—1)al,
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Neka je a konstanta. Tada vrijedi:

Q@ Aa=a—a=0,
Q Aat =attl —at = (a—1)al,

© Alogat =loga(t+1)—logat = log (1‘1‘%),
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Neka je a konstanta. Tada vrijedi:

Q@ Aa=a—a=0,
Q Aat =attl —at = (a—1)al,

© Alogat =loga(t+1)—logat = log (1‘1‘%),

Q AlogI'(t) =logI'(t+1) —logI' (t) = log rgf(t)l) = Iog%(:)) = log t.
&
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Uocimo da za fundamentalne formule diferencijalnog i integralnog racuna:

b X
(i) [df (x) = F(b)—f(a) i (ii)d(ff(t)dt)zf(x)dx

postoje odgovarajuci diskretni analogoni u diferentnom racunu:

n—1 n-1
(1) ¥ Axk = Xn — Xng i (if) A ( Y xk> = X,.

k=ng k=no
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Znamo da u diferencijalnom racunu vrijedi %t” = nt""1. Nazalost,
diferencija stepena je komplicirana i kao rezultat nije mnogo upotrebljiva:

n—1
n
At" = (t+1)"—t" =) <k)t".

k=0

Ipak je moguce do¢i do sliéne formule za diferencije, ali je, umjesto stepene
funkcije t", potrebno uvesti jednu posebnu funkciju.
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Stepen padajuceg faktoriela t\") (cita se "t na r padajuci") definiramo,
u ovisnosti o vrijednostima varijable r, na sljede¢i nacin:

o (" =t(t—1)---(t—r+1)zar=1,2,3,..,
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Stepen padajuceg faktoriela t\") (cita se "t na r padajuci") definiramo,
u ovisnosti o vrijednostima varijable r, na sljede¢i nacin:

o (" =t(t—1)---(t—r+1)zar=1,2,3,..,

Q t(o)zl,zarzo,
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Stepen padajuceg faktoriela t\") (cita se "t na r padajuci") definiramo,

u ovisnosti o vrijednostima varijable r, na sljede¢i nacin:

o (" =t(t—1)---(t—r+1)zar=1,2,3,..,

Q t(o)zl,zarzo,
1

0 = (t+1)(t+2)---(t—r)

,zar=-—1,-2,-3, ...,
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Stepen padajuceg faktoriela t\") (cita se "t na r padajuci") definiramo,
u ovisnosti o vrijednostima varijable r, na sljede¢i nacin:

o (" =t(t—1)---(t—r+1)zar=1,2,3,..,

Q t(o)zl,zarzo,

1
(r) — I
ot G+ (2 (-n 2" 1,-2,-3,...,
I'(t+1) L
(r) - _+\74)
Qt T(t—r+ 1) ako r nije cio broj.
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Primjedba

Naravno, gornja definicija od t\") podrazumijeva samo one vrijednosti
varijabli t i r za koje odgovarajuca formula ima smisla. Tako, ocigledno,
izraz (—1)(72) nije uopce definiran zbog egzistencije vrijednosti 0 jednog

4
od faktora u nazivniku razlomka. Isto tako, ni izraz (%)<3) nema smisla,

Jer mu nazivnik T (0) nije definiran.
Uo¢imo da za t = r = n € IN, dobijamo n(" = n!, a ako uzmemo
t=ne€N,r=keNNin2>k, onda je

n(k):n(n_l)...(n—k—i—l)zm

i obi¢no se naziva padaju¢im faktorielom.
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t

Opéeniti binomni koeficijent <
r

(

t
r

>:r<

> (t,r € R) se definira kao

¢(r)
r+1)

Lemma

Opceniti binomni koeficijenti zadovoljavaju sljedece vazne relacije:

()=(20)
(1) =+("1)

t—1
r

t
r

()=

L

(simetrija),
(izvlacenje ispred zagrade),

1

1) (adiciona formula).

V.
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Teorem

Vrrijede sljedece relacije:

o Att(r) = rt(r=1),
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Teorem

Vrrijede sljedece relacije:

o Att(r) = rt(r=1),

s ()-(1) ero.
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Teorem
Vrrijede sljedece relacije:

o Att(r) = rt(r=1),

s ()-(1) ero.

© A (at+ b)) =ra(at+ b)Y,
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@ U slu¢ajevima izracunavanja konacnih razlika, Cesta je potreba
prevodjenja obi¢nog polinoma stepena k

Py (n) = aon® + ain* '+ 4 ar_1n+ax
u tzv. faktorielski polinom

i (n) = aon® + agn D 4 a0 4 3.
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@ U slu¢ajevima izracunavanja konacnih razlika, Cesta je potreba
prevodjenja obi¢nog polinoma stepena k

Py (n) = aon® + ain* '+ 4 ar_1n+ax
u tzv. faktorielski polinom
¢k (n) = aon™ + ain Y 4+ 2 10 4 4.

@ U tu svrhu potrebne su nam formule za predstavljanje stepena
padajuceg faktoriela pomo¢u obi¢nih stepena varijable n, kao i
obrnuto:

nK) =Y skni, nk =Y skn(. (3)
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@ U slu¢ajevima izracunavanja konacnih razlika, Cesta je potreba
prevodjenja obi¢nog polinoma stepena k

Py (n) = aon® + ain* '+ 4 ar_1n+ax
u tzv. faktorielski polinom
¢k (n) = aon™ + ain Y 4+ 2 10 4 4.

@ U tu svrhu potrebne su nam formule za predstavljanje stepena
padajuceg faktoriela pomo¢u obi¢nih stepena varijable n, kao i
obrnuto:

nK) =Y skni, nk =Y skn(. (3)

o Koeficijenti s/ se nazivaju Stirlingovim brojevima prve vrste, a
koeficijenti S¥ Stirlingovim brojevima druge vrste.
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Problem

Izracunati Stirlingove brojeve prve i druge vrste, sk i SK, za i,k =1,2,3.

RjeSenje. Koristiti Cinjenice da je s& = 0,sf =1 za k > 1. Tako se dobije:

n(l)zl-n:>511:1,

2 —n(n-1) =1t (~1)n=§ =1 = -1,
=n(n—1)(n—2)=1-n+(=3)-n*+2-n
;xg 1,8 =3 =2,

1- ():>511:1,
@ 4100 =52 =18=1,
=1-n843.0® 4+ 0V = 53 =1563 =35} =1.

| |
—
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Definicija
Ako je X bilo koja funkcija ¢ija je razlika prvog reda funkcija x, tada se X
naziva antidiferencijom ili neodredenom sumom od x i oznacava sa

A"x (ili ¥ x), to jest

ako je AX (t) = x (t), tada je A x (t) = X ().

@ Opcenito definiramo A™" (n € N) sa:
A7 (t) = AH (A" x (1))

M. Nurkanovié (PMF Tuzla) 13.01.2015. godine 14 / 40



Definicija

Ako je X bilo koja funkcija ¢ija je razlika prvog reda funkcija x, tada se X
naziva antidiferencijom ili neodredenom sumom od x i oznacava sa
A"x (ili ¥ x), to jest

ako je AX (t) = x (t), tada je A x (t) = X ().

@ Opcenito definiramo A™" (n € N) sa:
A7 (t) = AH (A" x (1))

e Uocimo da je antidiferentni operator ustvari diskretni analogon
neodredenog integrala iz diferencijalnog racuna. Naime, jednostavno
se vidi da neodredeni integral igra sli¢nu ulogu u diferencijalnom
racunu, jer vrijedi

jt</x(t)dt> — x(t) | /dx(t):X(t)+C-
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Teorem

Ako je y (t) antidiferencija od x (t), tada je svaka antidiferencija od x (t)
data sa

A7x (1) =y (t) + C(t), (4)

gdje je C (t) funkcija istog domena kao i funkcija x i takva da za nju vrijedi
AC(t) =0.

Primjedba

Iz prethodnog teorema slijedi jedna vrlo vazna osobina o vezi izmedu
diferentnog i antidiferentnog operatora:

ATIAF(t) = f(t) + C(t), (5)

gdje je C (t) funkcija istog domena kao i funkcija f i takva da za nju vrijedi
AC (t) = 0. Prema tome, vrijedi

ANTY =1 i ATIA £,
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Neka je a konstanta i neka je C (t) funkcija za koju je AC (t) = 0. Tada
vrijedi:

at

Afl [
° a a—1

+C(t), (a#1).
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Neka je a konstanta i neka je C (t) funkcija za koju je AC (t) = 0. Tada
vrijedi:

o Alaf:aa_tl—i—C(t), (a #1).

Q@ Allogt=logT (t)+ C(t), (t>0).
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Neka je a konstanta i neka je C (t) funkcija za koju je AC (t) = 0. Tada
vrijedi:

oAlf:af1+cuy(a¢n.

Q@ Allogt=logT (t)+ C(t), (t>0).
t(a+1)

-1 (a):
© 4 a+1

+C(t), (a£-1).
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Neka je a konstanta i neka je C (t) funkcija za koju je AC (t) = 0. Tada
vrijedi:

o Alaf:aa_tl—i—C(t), (a #1).
Q@ Allogt=logT (t)+ C(t), (t>0).

0 Al = 7 L ¢

() (ryeeo

C(t), (a#-1).
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Primjer

Neka je a konstanta i neka je C (t) funkcija za koju je AC (t) = 0. Tada
vrijedi:

oAlf:af1+cuy(a¢n.
Q@ Allogt=logT (t)+ C(t), (t>0).

0 A1t — “HD C(t), (a#—1).

() (1)

5} Al(aJtrt> _ (iji) +C(t). &
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Teorem

Glavne osobine antidiferentnog operatora:

© Al (x(t)+y(t) =AIx(t)+A Ly (t).
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Teorem

Glavne osobine antidiferentnog operatora:

O A l(x(t)+y(t) =07 Ix(t)+ Aty (t).
Q@ A1 (ax(t)) = aA~1x(t), ako je a konstanta.
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Teorem

Glavne osobine antidiferentnog operatora:
Q@ A (x(t) +y(t) =A x (1) + A7y (t).
Q@ A1 (ax(t)) = aA~1x(t), ako je a konstanta.
@ At (x(t)Ay () =x(t)y (t) — A~  (Ey (t) Ax(1)).
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Teorem

Glavne osobine antidiferentnog operatora:

(x(6) 4y (£) = A (£) + ALy (1),
1 (ax (t)) = aA~1x(t), ako je a konstanta.
“Hx(t
o

X

x (1) Ay (1)) = x (t) y (t) — A™H (By (t) Ax (1))
Ex () Ay (t)) = x (t) y (t) — A7 (v (£) Ax (1)) .
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Teorem

Glavne osobine antidiferentnog operatora:

©00O0

L () +y (1) = AT (1) + ATy (1),

t), ako je a konstanta.

y (t) = A7 (Ey (t) Ax(1)).
(t)y () = A7 (y (t) Ax (1))

Osobine 1. i 2. iz prethodnog teorema znace linearnost operatora A1,
dok su osobine 3. i 4. poznate kao "parcijalno sumiranje". (sto je
analogno parcijalnoj integraciji u diferencijalnom racunu). Formule
parcijalnog sumiranja su od fundamentalne vaznosti u analizi
diferentnih jednadzbi.
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Izracunati A~ 1¢3t.

Rjesenje.
e U prethodnom teoremu u 3. uzmimo da je x (t) = t, Ay (t) = 3%, pa
. 3
t) = —.
jey(t) =
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Izracunati A~ 1¢3t. \

Rjesenje.

e U prethodnom teoremu u 3. uzmimo da je x (t) = t, Ay (t) = 3%, pa
t

. 3
jey(t)= 5

@ Tako vrijedi

3t 3+l 3t 3
A3t =t= —A! ( : 1) +C(t)=t=— A3+ C (1)

2 2 2 2

3t 33t 3t 3t+1
=t—— ——= C(t) =t— — C(t

2 22+ (t) 2 4 + (),

gdieje AC(t)=0. &
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Sliéno kao u slucaju operatora A~!, mozemo definirati i operator E~! kao
inverzni operator operatora E.

Definicija

Ako je X funkcija za koju je EX upravo funkcija x, tada éemo pisati
E~1x = X, to jest

ako je EX (t) = x (t), tada je E~'x (t) = X (t). (6)

Ocito iz (6) direktno slijedi

E'x(t)=x(t—1), (7)
jer vrijedi Ex (t — 1) = x (t). Takoder, uo¢imo da mozemo opcenito
definirati operator E~" (n € IN). Naime, E~"x je funkcija za koju je

E" (E~"x) = x, ali kako je E"x (t —n) = x (t), to ¢e vrijediti

E™"x(t) =x(t—n).
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Prema jednoj ve¢ spomenutoj posljedici, sada imamo

A lx, = ni:l xx+C (m<n). (8)

k=m
za neku konstantu C. Jednakosti (8) daje nam vezu izmedu antidiferncije
(neodredene sume) i odredene sume.

Ovo nam je ujedno prvi metod za izracunavanje konacnih suma.

llustrirajmo taj metod sljede¢im primjerom.
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Problem

. n—1 /3 k
Izracunati sumu Y. | = | .
k=1 \ 4

Rjesenje.

o Koristec¢i jednakost (8), imamo
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Problem

. n—1 /3 k
Izracunati sumu Y. | = | .
k=1 \ 4

Rjesenje.
o Koristec¢i jednakost (8), imamo
°

HEIORE
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Problem

. n—1 /3 k
Izracunati sumu Y. | = | .
k=1 \ 4

Rjesenje.

o Koristec¢i jednakost (8), imamo

HEIORE

@ Da odredimo konstantu C, uzmimo n = 2:

3 3\ 2
4_—4<4> +C=C=3.

()
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Problem

. n—1 /3 k
Izracunati sumu Y. | = | .
k=1 \ 4

Rjesenje.

o Koristec¢i jednakost (8), imamo

HEIORE

@ Da odredimo konstantu C, uzmimo n = 2:

3 3\ 2
4_—4<4> +C=C=3.

()

e Dakle,

w
_|_
0

I
|
S
N
Iy
~_
3
+
0
S

Zi(i)k:‘o’_“(?;)n (n=23,..).
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Da bismo izbjegli ovo dodatno izraCunavanje konstante C, mozemo koristiti
sljede¢i rezultat koji je poznat kao fundamentalni teorem za izracunavanje
odredenih (konacnih) suma, a koji je analogan fundamentalnom teoremu
diferencijalnog racuna (Newton-Leibnizovoj formuli za izraGunavanje
odredenih integrala).

Ako je y, antidiferencija (neodredena suma) niza x, in > m+1, tada
vrijedi

n—1

n
Z Xk = [Yk]m =Yn—Ym-
k=m
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Problem

n
Izracunati Y. k2.
k=1

Rjesenje.
o Koristit ¢emo jednakost: k2 = k (k — 1) + k = k) 4 k(1) Zbog

linearnosti antidiferentnog operatora, imamo

2 3
AP = AP L A = k;) + k;) +C
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Problem

n
Izracunati Y. k2.
k=1

Rjesenje.
o Koristit ¢emo jednakost: k2 = k (k — 1) + k = k) 4 k(1) Zbog

linearnosti antidiferentnog operatora, imamo

2 3
AP = AP L A = k;) + k;) +C

@ Prema prethodnom (fundamentalnom) teoremu, vrijedi

Yy K= @+@"H (n+ )P (n+1® 12 10
=52 3 |, 2 3 2 3

(n+1)n+(n+1)n(n—1) n(n+1)(2n+l).

2 3 6
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Problem

n—1
Izracunati Y k% (k —1).
k=2

n—1 n

Rjesenje. Kako je ¥ K2 (k—1) = ¥ kk@ = [A—l (kk@))}; koristeci
k=2 k=2

parcijalno sumiranje, imamo

= - (3) k+1)®

1 @) _ X k = Axy 1 _ L_ _1( +)
A7 (k) Ay = k@ =y = K2 3 A 3

_ k=1 (k=2)  (k+1)¥

B 3 12

4k (k—1)(k—2)— (k+ 1)k (k—1) (k—2)

B 12

_ k(k—1)(k—2)(3k—1)

B 12 ’
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pa je

=  [k(k=1)(k—2)(3k—1)]"
k;k (k—1) = o
n(n—1)(n—2)(3n—1)
12 '

2
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Problem

Izracunati sumu:

1 1 1
1357357 “T@n—D@n+D)(@n+3)

Rjesenje. Kako je

1 _ 1 :1<n_3>(—3)
(2n—=1)(2n+1)(2n+3) 8(n—1)(n+3)(n+3) 8 2 |

primjenom fundamentalnog teorema, dobijamo

n 1 1, 3\ (%
k;(2/<—1)(2/<+1)(2/<+3):[8A (k_2> ]
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1 1 1 ]
16 | (n+3)(n+3) 33
n(n+2)

3(2n+1) (2n+3)
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Sli¢no metodu parcijalne integracije u integralnom racunu - ovdje imamo
metod parcijalnog sumiranja konac¢nih suma.

Teorem

(Metod parcijalnog sumiranja konacnih suma)
Ako je m < n, tada je

2 Xk Ay = Xy, E AXk) Yk+1- )

k=m
v

Primijenit ¢emo ovaj metod na izracunavanje jedne vrlo zanimljive sume.
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Problem

n—1
Izracunati Y. ka* (a#1).
k=1

Rjesenje.
@ Prema Teoremu parcijalnog sumiranja konaénih suma, uzimajuci
a .
xx = k, Ay = ak (odnosno, yx = A1ak = 71) imamo
a

n—1 k n—1 _k+1
Y kot = :
= a -1 a—1

=1

-
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Problem

n—1
Izracunati Y ka* (a #1).
k=1

Rjesenje.
@ Prema Teoremu parcijalnog sumiranja konaénih suma, uzimajuci

a .
xx = k, Ay = ak (odnosno, yx = A1ak = 71) imamo

k :|” n—1 ak+1

Zka [a_l -

@ Na osnovu fundamentalnog teorema sumiranja, vrijedi

k=19

n

— k n
2 _ 3" a  a"-a
= a—1 a—1 a—-1 a-1
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Problem

n—1
Izracunati Y ka* (a #1).
k=1

Rjesenje.
@ Prema Teoremu parcijalnog sumiranja konaénih suma, uzimajuci

a .
xx = k, Ayx = a* (odnosno, y, = A~1ak = 71) imamo

k :|” n—1 ak+1

Zka [a_l -

@ Na osnovu fundamentalnog teorema sumiranja, vrijedi

k n
23 _ 3" a  a"-a
a—1 a—1 a-—-1 a—1"

@ Zbog toga je

k=19

Zka "—a a a"—a (a—1)na"—a""l+a
a—l a—1 a—1 (a—1)2 '

M. Nurkanovié¢ (PMF Tuzla) 13.01.2015. godine 29 / 40



Problem

Izracunati sumu: i ;
o1 (k+2) (k+4)

Rjesenje. Trazena suma se moze napisati u obliku
n k+3

S kT 2k 3)(k+a)

k+3
(k+2)(k+3)(k+4)

, pri Cemu je

= (k+3)(k+1)3.

Primjenom parcijalnog sumiranja, imamo

n B —k+3=Ax =1
k+3 k+1(3):‘ Xk
k;( Skt 1) Ay = (k+ 1) =y = —3(k+1)2
1 5 n+1 1 n )
= [—2(k+3)(k+1)( ) +3 Yo (k+2)7%
1 k=1
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- B(kﬁzj(/f)m)rl*[ Al(’<+2)(2)l+1
- <ni3‘;>—;[<k+2><l>]:“

- (Y-

o [ BT A

o n(7n+ 25)

~ 24(n+3)(n+4)
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Postoji jedan specijalni metod sumiranja koji je baziran na jednakosti za
n-tu diferenciju funkcije:

n ; [
Izracunati " (—1)' (n) (I + a).
i=0 ! i

Rjesenje. Neka je x (i) = (I ;a) u jednakosti (10). Kako je

A" (I + a> = < It > sada iz jednakosti (10) slijedi

m m—n

Lo ()5 = (,2,) 8
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Jos jedan vrlo zanimljiv metod!!
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Ako je z =1+ t, odredimo odgovaraju¢u formu po t ekvivalentnu sa

z"—1
z—1"

14z422+... +2"1=
a zatim, koristeéi to, odredimo izraz za sumu
xX1+xo+x3+ ...+ X,

sa ¢lanovima koji sadrze diferencije od xp odgovarajuéeg reda.

M. Nurkanovi¢ (PMF Tuzla) 13.01.2015. godine

34 / 40



Neka je sada z — 1 = t.

e Tada je

z"—1 (t+1)"—1 u <n)tk_1

z—1 t
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Neka je sada z — 1 = t.

Z"-1 _ (t+1)"—1 _ Z”: <n>tk_1.
z—-1 t = \k

o Dakle, postoji algebarska ekvivalencija polazne jednakosti

e Tada je

" (n
1+z+22+.. 42" =) (k) k=1, (11)
k=1

pri emu je t =z — 1.
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Neka je sada z — 1 = t.

Z"-1 _ (t+1)"—1 _ Z”: <n>tk_1.
z—-1 t = \k

o Dakle, postoji algebarska ekvivalencija polazne jednakosti

e Tada je

" (n
1+z+22+.. 42" =) (k) k=1, (11)
k=1

pri emu je t =z — 1.
e Uzmemo li sada da je z = E, imat ¢emo t = A,pa se jednakost (11)
moZe pisati u obliku

" /n
|+ E+E?+ .. +E1= ( )Akl.
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Pustimo sada da obje strane posljednje jednakosti djeluju na x;:

" /n
X1 +XxX2+x3+ ...+ x5 = Z (k>Ak1x1. (12)
k=1

Uocimo sljedece: ako su diferencije od x; u gornjoj jednakosti, pocev od
n
odredenog reda, jednake nuli, tada se kona¢na suma ) xx od n ¢lanova

k=1
moze prikazati u zatvorenoj formi &iji broj €lanova ne ovisi o n.
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Problem

n
Izradunati sumu: Y. k>.
o=

Rjesenje. Ovdje je: x; = 1, xo = 32, x3 = 243, x4, = 1024, x5 = 3125, pa
Imamo
Axy = 31, Axp = 211, Ax3 = 781, Axs = 2101,
A%x; = 180, A%x, = 570, A%x3 = 1320,
A3x; =390, A3x; = 750,
A*x; = 360, A*x; = 480,
ASx; = 120, A®xp = 120,

te je A®x; = 0, odnosno, Akx; =0 za k > 6.
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Primijenimo li na ovo formulu (12), dobit ¢emo

n o —1 —1)(n—2
YK=Y <n>Ak1x1 LG B Gt [ G BT
k=1 k=1 k

2! 3!
N n(n— 1)(n4? 2)(n—3) 1300 + n(n— 1)(n—25)!(n—3)(n—4) .36
n n(n—l)(n—2)(n6'— 3)(n—4)(n—5) 120
, !
— E,72(,7+ 1)3(2n* +2n — 1).
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