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17. FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH
SKOLA

ZADACI I RJESENJA
VI/8 i VII/9

1. Stranice AB i BC kvadrata ABCD su osnovice jednakokrakih trouglova ANABP (tacka P je
u kvadratu) i ABCQ (tacka Q je izvan kvadrata), gdje je LAPB = 80° i L BQC = 80°. Odrediti
ugao izmedu duzi PQ) 1 BC.

Rjesenje: Posto su trouglovi AABP i ABC(Q jednakokraki s uglovima od 80° pri vrhu P,
odnosno @, to su njihovi uglovi na osnovicama AB, odnosno BC' po 50°. Zbog AB = BC vrijedi
NABP = ABCQ, pa je BP = BQ. Jasno je da je £LPBC = 40°, te sada imamo {PBQ =
APBC + £CB@Q = 40° + 50° = 90°, sto znaci da je trougao APB(Q jednakokrako-pravougli i
£BQP = {BPQ = 45°. Zato je

£BTQ = 180° — (LTBQ + £TQB) = 180° — (50° + 45°) = 180° — 95° = 85°,

gdje je T presjecna tacka duzi BC' i PQ).

80

50 5

2. Pet djevojaka: Ajla, Ivona, Kanita, Lamija i Merima sudjelovale su na koncertu na kojem su
pjevale pjesme. Svaku su pjesmu otpjevale tri djevojke. Svaku od svojih odabranih pjesama svaka je
djevojka pjevala samo jednom. Ajla je otpjevala najvise, i to 8, a Ivona najmange, i to 5 pjesama.
Koliko je ukupno pjesama otpjevalo ovih 5 djevojaka?

Rjesenje: Oznacimo sa 8,5, k, [, m redom brojeve pjesama koje su otpjevale Ajla, Ivona, Kanita,
Lamija i Merima. One su ukupno otpjevale

8+5+k+1+m
3

pjesama, pa broj 8 +5 + k + [ + m mora biti djeljiv sa 3. Prema uvjetima zadatka vrijedi:

k > 5,l>5m>51i
k< 81<8m<S,
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tj. k,l,m € {6.7}. Jedina moguénost da 13 + k + [ + m bude djeljiv sa 3 je da dva od brojeva k,l,m
budu jednaka 7, a jedan da je broj 6. Dakle, ukupan broj otpjevanih pjesama je

8+5+7T+7+6
. -

11.

3. Cifre a,b,c,d su razlicite © svaka od njih je prost broj. Napisati sve brojeve ablOcd koji su
djeljivi sa 264.

Rjesenje: Oznac¢imo sa © = abl0cd. Kako je 264 = 3-8 11, zakljuéujemo da 3 | 2,8 | i 11 | «.
Da 8 | z znaci da dvocifreni zavrsetak cd mora biti djeljiv sa 8 (jer trocifreni zavrsetak pocinje cifrom
0), a to onda znaci da je d parna cifra, tj. d = 2 (kao jedini paran i prost broj), dakle, z = ab10c2.
Zato ostaju dvije moguénosti: ¢2 = 32 ili ¢2 = 72, tj. c € {3,7}.

Dalje imamo:

3| 2=3|(a+b+1+04+c+2)=3|(a+b+c+3),
11 | z2=11|((a+14¢)—=(b+0+2))=>11|(a+c—-b—-1).

Uoc¢imo da, prema uvjetima zadatka, moze biti a,b € {2,3,5,7}. Razmotrimo sljedeca dva slucaja:
1°c=3=3|(a+b+6)ill|(a—Db+2)

Kako su a,b € {2,3,5,7}, iz 11 | (a — b+ 2) zaklju¢ujemo da mora biti a —b+2 = 0 (jer ne moze
bitia —b+2=11), tj. b = a+ 2. Zbog toga jea+b+6 =2a+ 8, pa 3|2 (a+ 4), iz ¢ega slijedi da
je a € {2,5}. No, ne moze biti a = 2, jer bi bilo b = 4, a to nije prost broj. Tako ostaje a =5,b =7,
pa je z = 570132.

2°c=7=3|(a+b+10)111 | (a —b+6)

Analogno zaklju¢ujemo da iz 11 | (a — b+ 6) slijedi dajeilia—b+6=01ilia — b+ 6 = 11, tj.
a=b—061ili a=>b+5. Ako bi bilo a = b — 6, tada bi moralo biti b = 7, pa je a = 1, a to nije prost
broj. Dakle, ta mogucnost ne dolazi u obzir. Ako je a = b+ 5, tada mora biti b = 2 i a = 7. No,
tada bi bilo da 3 | 17, $to je nemoguée, pa i ova moguénost ne dolazi u obzir.

Dakle, rjesenje je broj x = 571032.

4. Neki covjek je prvog dana u mjesecu nakon primljene plate potrosio 100 KM od te plate.

Poslige 10 dana dobio je na lutriji 1 od sume novca koju je imao u tom trenutku i potrosio 100 KM.

1
Nakon 10 dana ponovo je dobio 7 sume koju je imao u tom trenutku @ potrosio 100 KM. Na kraju
je imao 800 KM wvise nego prvog dana u mjesecu. Koliku je platu primio taj covjek?
RjeSenje: Neka x oznacava iznos plate. Nakon 10 dana ¢ovjek prvo ima x — 100 KM, a onda jo§

1
dobije 1 (x — 100), pa tada ima
1 )
=100+ ; (¢ — 100) = 7o — 125 KM.

5 1/5
Nakon toga je potrosio 100 KM, pa je imao yide 225 KM. Poslije 10 dana dobio je jos 1 (Z:v — 225)

KM, te je tada imao

(Zw——225> KM,

=] Ot



www.umtk.info

a nakon sto je potrosio jos 100 KM, imao je sljedeti iznos

5/(5
1 (Zl' — 225) — 100 = x + 800.
Odavde je
25 1125
1_6;5 - = x + 900,
25x — 4500

odakle je x = 2100 KM.
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17. FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH
SKOLA

ZADACI I RJIESENJA
VII/8 i VIII/9

1. Svakog mjeseca Adna i njen brat Tarik dobijaju od svojih roditelja jedan isti iznos za dZeparac
i tag dzeparac oni potrose zajedno za 24 dana. Medutim, u decembru 2011. godine oni su potrogili
zajednicki dzeparac za 20 dana, pri cemu je Adna trogila dnevno 10% vise nego prethodnih mjeseci,
a Tarik je trogio 35% wvise dnevno nego prethodnih mjeseci. Ko od njih trosi vise i koliko puta vise u
ostalim mjesecima (osim u decembru 2011. godine)?

Rjesenje: Oznacimo sa x iznos novca koji prosje¢no dnevno trosi Adna u toku ”normalnog”
mjeseca (tj. mjeseca prije decembra 2011. godine), a sa y iznos novca koji prosje¢no dnevno trosi
Tarik. Neka je y = kxz. Njih dvoje zajedno, dakle, za jedan taj mjesec potrose 24 (z + kz) novca.
Tokom decembra 2011. godine Adna je trogila 1,1z novca dnevno, a Tarik 1,35y = 1, 35kz novca.
To znaci da su njih dvoje zajedno za 20 dana u decembru potrosili 20 (1, 1z + 1, 35kx) novca. Tako
dobijamo jednadzbu

24 (x + kx) =20 (1, 1z + 1, 35kx) ,

2 2 3
odakle je k = 3 Dakle, y = 3% odnosno x = JV= 1, 5y, $to zna¢i da Adna u "normalnom” mjesecu
trosi 1,5 puta vise novca od Tarika.
2. Neka nenulti realni brojevi x,vy, z zadovoljavaju jednakosti

z—x—irl_z—l—l
y 2

TY =

Dokazati da je jedan od njih aritmeticka sredina druga dva.
RjeSenje: Neka je

z—x+1 z+1
y 2

Tada jezy =t, z—ax+1=yt, 2+ 1 =2t it # 0. Odavde nalazimo

t.

Ty =

z=2t—1,x =2t —yt =(2—y)t, zy = t.

Nadalje imamo t = (2 — y)ty. Kako je t # 0, toje 1 =2y — 4%, tj. (y —1)> =0, pajey = 1. Tada je
r=2t—t=t paiz z = 2t — 1 slijedi

Sto je i trebalo dokazati.
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3. Neka su t, i t. tetne linije povucene iz vrhova A i C trougla ABC', respektivno. Ako su ove
tezisnice medusobno ortogonalne, dokazati da je a® + c® = 5b?.

Rjesenje: Neka je T tesiste trougla ABC. Prema uslovu zadatka trougao AT'C' je pravougli, pa
na osnovu Pitagorinog teorema vrijedi
4

b=
9

4 4
2022 F2 42
a+90 9<a+ C)’

tj. 9b% = 4(t2 + 2).

Odredimo sada kvadrate duzina tezi$nih linija. Produzimo tezisnicu %, za istu tu duzinu. Neka
je D krajnja tatka nastavka. Tada je Cetverougao ABDC paralelogram, jer se njegove dijagonale
AD i BC polove. Na pravoj AB uzmimo tacke E' i F' tako da je DF 1 AB i CE 1 AB. Tada su
pravougli trouglovi AEC i BF D podudarni, pa je |AF| = |BF|. Stavimo da je

|AE| =z, |AB|=c¢, |BD|=|AC|=0b, |BC|=a i |DF|=|CE|=h.

Tada je: |AD| = 2t,, |AF| = ¢+ x i |EB| = ¢ — z. Primjenom Pitagorinog terorema na trouglove
AFD, EBC i AEC dobije se:

42 = h?+ (c+2)?
a> = h+(c—a)
v = h*+ a2t

Sabiranjem prve dvije jednakosti imamo
42 + a* = 2h* + 2¢* + 22°.
Odavde je, na osnovu trece jednakosti, 4t2 + a? = 2¢2 + 202, tj.
42 = 20* + 2¢% — a’.

Analogno vrijedi 4t = 2a% + 2b* — ¢*. Na osnovu ovog vrijedi 90* = 4(t2 + t2) = 4b* + a® + 2, tj.
50? = a® + 2.
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4. Dokazati da za sve realne brojeve a vrijedi nejednakost:

Rjesenje: Imamo

(1+a+a)’

(1+a+a2)2§3(1+a2+a4).

Tt o0 TIN

s

3(1+a®+a)

1+ a® + +a* + 2a + 2a® + 20 < 3 + 3a* + 3a*
2a* —2a® —2a+2>0

at—a>—a+1>0

a(a—1)—(a—1)>0

(a—1)(a®*—1)>0
(a—1)(a—1)(a®>+a+1) >0
(a—1)%(a*+a+1) >0
(a—1)° (a—l—%) +% >0,

a posljednja nejednakost je tacéna, jer je (a — 1)2 >0i [(a + %)2 + %] > 0, pa je i data nejednakost

tacna. Vrijedi jednakost samo u slucaju kad jea —1 =0, tj. a = 1.
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17. FEDERALNO TAKMICENJE 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH
SKOLA

ZADACI I RJIESENJA
VIII/8

1. Ako je a + b+ c =0, dokazati da je tada a® + a*c — abc + b*c + b = 0.
Rjesenje:
A = d®+ad’c—abc+bc+ b = ad®+ a’c+ a’b — a®b — abe + bPc + VP

= a’(a+b+c)+bc+b +ab® — ab® — a®b — abe

= d’(a+b+c)+b*(a+b+c)—abla+b+c)

= (a+b+c)(a®+b* — ab)

= O-(a2+b2—ab)

= 0.

2. Neka je p prost broj. U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednadzbu
6zy + 3py — 4z — 13p = 0.

Rjesenje: Nakon izvlacenja ispred zagrade 3y iz prva dva sabirka, dobije se jednadzba

3y(2z +p) — 4z — 13p = 0.
Odavde imamo
3y(2z +p) —2(2x +p) = 11p
odnosno
(22 + p)(3y — 2) = 11p.
Kako su x i y prirodni brojevi i p prost, to je 2xr +p >4, 2x +p > p+ 2 i3y — 2 > 1. Faktori broja
11p su: 1,11,p i 11p. Prema naprijed navedenim uslovima moguc¢i su slucajevi:
Prvi slucaj: 2z + p = 11p, 3y — 2 = 1. Odavde je x = 5p, y = 1 i p bilo koji prosti broj.

11— 2
Py Yy = ]i Kako je x prirodan

Drugi slucaj: 2x +p =111 3y — 2 = p. Odavde je x =
broj, to p mora biti neparan prost broj manji od 11. Dakle, p=3ilip=5ili p=7.
Zap=3imamo xr =4, y = 3 ¢ N, pa ovaj slucaj otpada.

7
Zap=>5imamor =3y = 3 ¢ N, pa ovaj slucaj otpada.
Zap=T7imamox =21y =3.
Dakle, rjesenja su:

(2,9.p) € {(2.3,7),(5¢,1,9)} gdje je ¢ proizvoljan prost broj.
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3. Uglovi na vetoj osnovici jednakokrakog trapeza iznose po 60°, a njegov obim iznosi 4p (p > 0).
Odrediti duZine njegovih stranica (osnovica a i ¢ i kraka b) tako da mjegova pouvrsina bude najveta
moguca.

Rjesenje: Neka je AB = a,CD = c¢i AD = BC = b. Posto su trouglovi AAFD i ABGE
pravougli i {DAF = £CBE = 60°, to je AF = BE = —b Takoder je AF = BE = 5 . Dakle,

imamo

1 _
ib:a Cob=a—-c (1)
Sada je, zbog (1),
O=a+c+2b,
tj.
dp = a+c+2(a—c)=3a—c=4p
= c¢=3a— 4p. (2)

Iz trouglova AADF i ABCFE imamo, zbog (2),

V3, V3 V3
= —_— = — = — - 4
h 5 b= 5 (a—¢) 5 (@ —3a+ 4p)
= h=2p—a)V3. (3)
Povrsina trapeza je tada, zbog (2) i (3),
—4
p o= OG0Ty 3

2 2
= 2V3(a—p)(2p—a) =2V3 (—a®+ 3ap — 2p°)
= —2V3(a® - 3ap + 2p?)

= —2V3 (a—%f—pﬂ

3 3 3
Dakle, Ppox = —p? akOJea——p—O tj. a = p,c:]—?,b:a—c:p
2 2 2
D ¢ c
b b

h h

60 6!

A F a E B
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4. Neka je

A:{neN]1< 1+\/ﬁ<2.}.

a) Odrediti sve elemente skupa A.
b) Odrediti podskup B skupa A tako da vrijedi

(Vn € B) \/ﬁ<\/1+\/ﬁ—1) <1.

Rjesenje: a) Kakojen € N, tojen > 1, paje \/1++/n > 1, pa trebamo odrediti one prirodne
brojeve n za koje je \/1+ y/n < 2. Kvadriranjem ove nejednakosti dobije se v/n < 3, pa je n < 9.
Dakle, A ={1,2,...,8}.

b) Uslov /n (\/1 +/n — 1) < 1 je ekvivalentan sa y/1++/n — 1 < \/Lﬁ Nadalje imamo niz

ekvivalentnih nejednakosti

\V1++vn < 17:/%/5:( \/ﬁ\/ﬁ

& 1<

S 1< —4 —.

Prema tome, B = {1,2}.

10





