ZADACI



UDRUZENJE MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE BOSNIA-HERZEGOVINA
UDRUZENJE MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE MATHEMATICAL SOCIETY
UDRUGA MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE BHMS

BiH Zmaja od Bosne 35, 71000 Sarajevo, Bosnia and Herzegovina

Tel: (++387)(33) 279-975 Fax: (++387)(33) 649-342

Sarajevo, 19.04.2009

I RAZRED

1.) Odrediti sve uredene trojke cijelih brojeva (x,y,z) za koje vrijedi

xy(x2 - y2)+ yz(y2 - 22)+ zx(z2 - x2)= 1.

2.) Koliki je minimum izraza x+y+z, ako su X, Y, Z realni brojevi za koje vrijedi
X>4,y>52>6ix*+y*+2°>90?

3.) Da li je moguée u ravni oznaciti 10 crvenih, 10 plavih i 10 zelenih tadaka (sve
razlicite), tako da su zadovoljeni slijedeci uslovi:

e Za svaku crvenu tacku A postoji plava tacka koja je bliza tacki A od bilo koje
druge zelene tacke

e Za svaku plavu tacku B postoji zelena tacka koja je bliza tacki B od bilo koje druge
crvene tacke

e Za svaku zelenu tacku C postoji crvena tacka koja je bliza C od bilo koje plave
tacke.

4.) Neka je C kruznica sa centrom u O i polupre¢nika R. Iz tacke A kruznie C
konstruisemo tangentu t na kruznicu C. Konstruiisemo pravu d kroz centar O kruznice
C koja sijecCe tangentu t u tacki M 1 kruznicu C u taCkama B 1 D (B lezi izmedu O 1 M).
Ako je AM =R+/3, dokazi:
a) Trougao AMD je jednakokraki;
b) Centar opisane kruznice okruznice oko trougla AMD leZi na kruznici C.



UDRUi!ENJE MATEMATIVCARA BOSNE I HERCEGOVINE BOSNIA-HERZEGOVINA
UDRUZENJE MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE MATHEMATICAL SOCIETY
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II RAZRED

1.) U trouglu ABC da pravim uglom kod C, neka H oznacava podnozZje visine iz C na
stranicu AB. Pokazi da zbir polupre¢nika upisanih kruznica u trouglove ABC, BCH i

ACH je jednak CH

2.) Odrediti minimalnu vrijednost a € R za koji sistem
Vx=l+Jy-l1+vJz-1=a-1
VX+1+Jy+1+z+1=a+1

ima rjeSenje u skupu realnih brojeva.

3.) Razlaganje broja n je prikaz broja n u obliku zbira prirodnih brojeva. Poredak sabiraka
je bitan.

Primjer: za n=4, broj razlaganja je 8, jer je 4 = 1+1+1+1 = 1+1+2 = [+2+1 = 2+1+1 =
143 =3+1 =2+2.

Za dati prirodan broj n, dokaZi da je broj razlaganja jednak 2" .

2 2

X —1+y -1
y+1

4.) Neka su X,y prirodni brojevi za koje je cijeli broj. Dokazati da su

2 _ 2 _
X1 Y=L el brojevi.
y+1 X+1
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III RAZRED

1.) U trouglu ABC vazi £C =90°, XA=30° i BC =1. Neka je u trougao ABC upisan
jednakostrani¢ni trougao (svaka stranica trougla ABC sadrzi po jedan vrh upisanog
trougla). Naci najmanju mogucu duzinu stranice upisanog jednakostrani¢nog trougla.

2.) Za zadani prirodan broj n odrediti sve uredene &etvorke cijelih brojeva (X, X,, X;,X,)

koje zadovoljavaju jednacinu X’ +X,” + X" +X,” =4".

3.) n prirodnih brojeva je dato na tabli. Mogu se dodavati samo prirodni brojevi oblika

a—+b, gdje su a i b brojevi ve¢ napisani na tabli.

a) Odredite najmanje n, tako da dodavajuéi brojeve na gornji na¢in mozemo dobiti
bilo koji prirodan broj.

b) Za takvo n odrediti pocetne brojeve (ispitati sve mogucnosti).

4.) Kolika je najmanja vrijednost izraza v2x +1++/3y +1++/4z +1, ako su x,y,z
nenegativni brojevi za koje je x+y+z=4 ?
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IV RAZRED

1.) Dokazati da za svaki prirodan broj m postoji prirodan broj n tako da su m+n+1 potpun
kvadrat i mn+1 potpun kub nekih prirodnih brojeva.

2.) Neka je ABC jednakostrani¢ni trougao ¢ija je duzina visine jednaka 1. Kruznica sa
centrom sa iste strane prave AB kao i tacka C i poluprecnikom 1 dodiruje stranicu AB.
Kruznica se kotrlja (klize) po stranici AB. Dok se kotrlja, uvijek sijece stranice AC i
BC. Dokazi da duzina luka kruga, koji je unutar trougla, je konstantna.

3.) n prirodnih brojeva je dato na tabli. Mogu se dodavati samo prirodni brojevi oblika
a+b . . e .
b’ gdje su ai b brojevi ve¢ napisani na tabli.
a -

€) Odredite najmanje n, tako da dodavajuci brojeve na gornji na¢in mozemo dobiti
bilo koji prirodan broj.

d) Zatakvo n odrediti poCetne brojeve (ispitati sve mogucnosti).

4.) Kolika je najmanja vrijednost izraza 72X +1 +4/3y +1++/4z +1,ako su x,y,z
nenegativni brojevi za koje je x+y+z=4 ?



RJESENJA



I RAZRED — 1. Zadatak:

Odrediti sve uredene trojke cijelih brojeva (X,y,z) za koje vrijedi

xy(x* —y? )+ yz(y? — 22 )+ 2x(2% = %% ) =1.
1 RJESENJE:

Primjetimo da vrijedi

xy(x* = y*)+yz(y’ -2+ 2x(2° - x*) =

=xy(X* =y )+yz(y =2 )+ x (2 -y +yP - X ) =
xy(x* =y —zx(x* =y + yz(y* - 2°) - x(y* - 2°) =
=X(x* =y )y-2)+2(y’ =)y -x) =
=(X=Y)NY-2)(X(X+Y)-2(y+2))=
=(X=Y)Yy-2)(X’ =2* +y(x-2)) =
=(X=Y)NY-2)(X=2)(X+ Y +12).

Dakle, polazna jednacina se svodi na
X=Y)Yy-D(X-2)(x+y+2)=1.
Odavde zaklju€ujemo da vrijedi
X—-y,y—z,z-xe{-11}.
Dakle, mora vrijediti
X=Y)+(y-2)+(z-x)#0,
Sto je nemoguce.

Prema tome, zadana jednacina nema rjeSenja u skupu cijelih brojeva.
<

II RJESENJE

1° slucaj — najmanje dva od brojeva X, Y, z su djeljiva sa 2
Tada su i izrazi Xy, yz i Xz djeljivi sa 2,

pa je i desna strana date jednacine djeljiva sa 2, dok desna nije.
Znaci, u ovom sluc¢aju jednacina nema rjesenje.

2° slucaj — tacno jedan broj od brojeva X, Y, z je djeljiv sa 2

Bez gubitka opstosti mozemo uzeti da je X djeljivo sa 2.

Tada su i izrazi Xy i Xz djeljivi sa 2.

Posto su y* i z® iste parnosti (oba neparna), imamo da je i (y2 -~ 22) djeljivo sa 2.

Znaci, desna strana date jednacine je djeljiva sa 2, pa opet imamo kontradikciju.

3°slucaj — svaki od brojea X,y,z, je neparan
Posto su X*,y>,z° iste parnosti, to su izrazi (X2 — y2) , (y2 — Zz), (22 — X2) djeljivi sa 2.

Znaci, desna strana date jednacine je djeljiva sa 2.

Iz svega imamo da data jednacina nema cjelobrojnih rjesenja.
<



I RAZRED — 2. Zadatak

Koliki je minimum izraza X+y+z, ako su X, Y, Z realni brojevi za koje vrijedi Xx>4,y>5,2>6
ixX+y*+2°>907?

RJESENJE:

Neka je x=4+a, y=5+b, z=6+c.

Tada je a,b,c >0 i vrijedi

(4+a) +(5+b) +(6+c) 290 <= a’ +8a+b*+10b+c* +12¢ > 13

S druge strane, dobijamo da je

(a+b+c+6)=

=a’+12a+b*>+12b+c* +12c+2ab+2bc+2ca+36> a* +8a+b* +10b+c” +12¢ +36 >
13+36=49.

Dakle, (a+b+c+6)" >49, odakle zakljuéujemo daje a+b+c+6>7 ili a+b+c>1.
Posljednja nejednakost je ekvivalentna sa X+ Yy +2z >16.

Kako u posljednjoj nejednakosti znak jednakosti nastupa za Xx=4,y=51 z=7, to
zaklju€ujemo da minimalna vrijednost izraza X+ Y + Z iznosi 16.

<

I RAZRED — 3. Zadatak

Da li je moguce u ravni oznaciti 10 crvenih, 10 plavih i 10 zelenih tacaka (sve razli¢ite), tako
da su zadovoljeni slijede¢i uslovi:
e Zasvaku crvenu tacku A postoji plava tacka koja je bliza tacki A od bilo koje druge
zelene tacke
e Za svaku plavu tacku B postoji zelena tacka koja je bliza tacki B od bilo koje druge
crvene tacke
e Zasvaku zelenu tacku C postoji crvena tacka koja je bliza C od bilo koje plave tacke.

I RJIESENJE:
Nije moguce.
Izmedu svih parova razli¢ito obojenih tac¢aka izaberimo jedan od onih sa najmanjim

rastojanjem.
Neka su to crvena tacka C i plava tacka P. Tada, po uslovu zadatka, postoji zelena tacka Z

takva da je PZ <PC, sto je kontradikcija.
<

II RJESENJE:

Neka je A, crvenai C, zelena tacka. Tada postoji B, - plava tacka tako da je E <AC,.
Dalje, postoji crvena tatka A, (A, = A)) takvadaje AC, <BC,.
Takode, postoji zelena tatka C, (C, = C)) takvadaje BC, < AB,.



Nastavljajuci postupak, dobijamo da mora biti beskona¢no mnogo datih tacaka, sto je
suprotno uslovima zadatka.

Znaci, nije moguce u ravni oznaciti po 10 crvenih, zelenih i plavih tacaka, tako da budu
ispunjeni uslovi zadatka.

<

I RAZRED — 4. Zadatak

Neka je C kruznica sa centrom u O i poluprecnika R. Iz tacke A kruznie C konstruiSemo
tangentu t na kruznicu C. KonstruiiS$emo pravu d kroz centar O kruznice C koja sijece
tangentu t u tacki M 1 kruznicu C u tackama B 1 D (B lezi izmedu O i M). Ako je AM = RV3,
dokazi:

a) Trougao AMD je jednakokraki;

b) Centar opisane kruznice okruznice oko trougla AMD lezi na kruznici C.

RJESENJE:

4 a) XOAM =90° - jer je t tangenta na kruznicu C
Iz Pitagorine teoreme imamo

1 OM’ =OA +AM =R’ +(RV3) =4R* =

OM =2R.
Znaci u pravouglom trouglu OAM imamo
OM =20A,
paje
. @ =£0MA=30°.
Posto je
OA=0D =R,

Trougao OAD je jednakokraki sa
XODA=X0OAD=w i £AOD =180°-2m.
Ugao AOG je vanjski ugao trougla OAM. Znaci,
£AOD =90°+ XOMA = 180°-20=90°+¢ =

Slika 1

o= 90°—¢
2
Znaci, trougao AMD je jednakokraki sa AM = AD.

=30°.

b) Centar opisane kruznice trougla AMD leZi na simetrali stranice MD, koja prolazi kroz vrh A
i sijeCe kruznicu C u jos jednoj tacki K.
Imamo da je KA okomito na DM.
Trougao OAK je jednakokraki (OA=O0K).
Znaci, DM je simetrala duzi KA, pa je DAK jednakokraki trougao ( DA = DK).
Dalje je
£ADK =2-30°=60°.
Znaci, trougao DAK je jednakokraki, pri cemu je £KADK =60° ugao pri vrhu.



Posto su ostala dva ugla trougla DAK jednak i njihov zbir je 120°, to oni iznose po 60°.
Znaci, trougao DAK je jednakostrani¢ni, pa je

KA=KD.
Posto K pripada simetrali stranice DM, to je
KM =KD.
Iz svega imamo:
KA=KM =KD.

Znaci, K je centar opisane kruznice oko trougla DAM.
<



I RAZRED — 1. Zadatak

U trouglu ABC da pravim uglom kod C, neka H oznacava podnozje visine iz C na stranicu
AB. Pokazi da zbir poluprecnika upisanih kruznica u trouglove ABC, BCH i1 ACH je jednak

CH
RJESENJE:

Neka je s = a+s+c.

Posto je CH visina na stranicu AB, to je
trougao ACH pravougli, pa je

ZLAHC =90°.

Znaci, trouglovi AHC 1 ABC imaju dva
ugla jednaka, pa su sli¢ni.

Analogno, trouglovi BCH i ABC su
sli¢ni.

Neka su r,1,, 1, poluprecnici kruZnica
b upisanih u trouglove ABC, ACH i BCH,
redom.

Iz sli¢nosti trouglova imamo:

r_.c r_¢c
r b’ r, a
a odavde:
r—r~E r—r-E
1 C’ 2 C'
Iz
ab
_P_ 2 ab
s a+b+c a+b+c
2
Imamo
,__ @ b a a
" a+b+c ¢’ a+b+c ¢’
Znaci,
ab ab b ab a
Fr+r+r, = + —4 —=
a+b+c a+b+c ¢ a+b+c ¢
_ab (a+b+cj_a_b
a+b+c c c
S druge strane, iz sli¢nosti trouglova ACH 1 ABC imamo:
b_CH
c a
a odavde
cH=22
c

Znadi,



r+r+r,=CH,

Sto je 1 trebalo dokazati.
<

II RAZRED — 2. Zadatak

Odrediti minimalnu vrijednost a € R za koji sistem
Vx=1+Jy-1+yJz-1=a-1
x+l+4y+l+Vz+1=a+1

ima rjeSenje u skupu realnih brojeva.

RJESENJE:

Oduzimanjem zadanih jednacina dobijamo da je

2= (VX T =Ax=1 )ty + 1=y —1)+ Wz +1-+z-1)=
2 2 2

Jx+1+Jx—1+Jy+1+¢y—1+dz+1+Jz—f

Dakle, dobijamo da je
1 1 1 1

= + + 2
VX+T+4x=1 Jy+1+Jy-1 Jz+1+4z2-1
) o

X+ T+ x =1+ Jy+ 1+ y-1+Jz+1+4z2-1 2a’

pri ¢emu smo primijenili nejednakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine. Dakle,

a2,

Da bi nastupio znak jednakosti u posljednjoj nejednakosti, potrebno je i dovoljno da vrijedi

VX=1+x+1 =y -1+ y+1=Vz-1+z+1=3.

Rjesavajuci jednacinu
VX=1++/x+1=3
uvjeravamo se da je jedno njeno rjesenje

85
X=—.
36
9 .. . : . 85
Dakle, za a = > rjeSenje polaznog sistema je X=y =12 = 36

Prema tome, minimalna vrijednost parametra a za koju zadani sistem ima rjeSenje je 5

<

II RAZRED —3. Zadatak

Razlaganje broja n je prikaz broja n u obliku zbira prirodnih brojeva. Poredak sabiraka je
bitan.

Primjer: za n=4, broj razlaganja je 8, jer je 4 = 1+1+1+1 = 1+1+2 = 1+2+1 =2+1+1 = 1+3 =
3+1 =2+2.



Za dati prirodan broj n, dokaZi da je broj razlaganja jednak 2" .
I RJESENJE:

Posmatrajmo n jedinica poredanih u vrstu. [zmedu svake dvije susjedne jedinice mozemo da
stavimo ili ne stavimo pregradu,

odnosno ukupno na 2" na¢ina da stavimo pregrade.

Svakim rasporedom pregrada odgovara jedinstveno razlaganje broja n.

Primjer:

11 1| 1|1 1 1| 1 1|1 je raspored pregrada koji odgovara razlaganju 3+1+3+2+1 broja 10.
<

II RJESENJE:

Indukcija.
Za n=1 imamo samo jedan prikaz, §to je jednako 2'".
Pretpostavimo da je tvrdnja ta¢na za sve n=1,..k . Dokazimo da je ta¢na i za n=k+1.

Odaberimo neko t€{1,2,...,k} . Tada imamo k+1=t+(k+1-t).
Prema induktivnoj pretpostavci, broj (k +1 —t) se moze razloziti na 2" nagina.

Varirajuéi t, imamo ukupan broj na¢ina: 2" + 22 + ... +2'+2° =

2-1.

Ako ubrojimo jos i razlaganje k+1=k+1 imamo ukupno 2* razlaganja, to je i trebalo
dokazati.

<
II RAZRED — 4. zadatak.
2 2 2
Neka su X,y prirodni brojevi za koje je + y cijeli broj. Dokazati da su x -1 1
y+1  x+1 y+1
y’ -
cijeli brojevi.
X+1
RJESENJE:
2 2
Stavimo da je a = x -1 ib=Y 1.
y+1 X+1

Tada su a i b racionalni brojevi, a+b i ab nenegativni cijeli brojevi.

Posmatrajmo jednacinu X° —(a+b)x +ab =0.

Diskriminanta ove jednacine je D = (a+b)* —4ab, pa zaklju¢ujemo da je D nenegativan
cijeli broj.

Kako su rjesenja posmatrane jednacine racionalna, to zakljucujemo da je VD racionalan, pa
prema tome i nenegativan cijeli broj.

a- b| =./(a+b)>—4ab =+/D je nenegativan cijeli broj.

Dakle,




Prema tome, zakljucujemo da su a+b i a-b cijeli brojevi.
Tada su i 2a, 2b cijeli brojevi.

Posto je a+b cio broj, to je a cio broj akko je b cio broj.

Neka a nije cio broj. Tada je a=k/2, b=t/2, gdje su k i t neparni brojevi. Tada je ab=kt/4, pa
ab nije cio broj, Sto je kontradikcija.

Znaci, ai b su cijeli brojevi.

<

ALTERNATIVNO:
(a-b)’ =(a+b) —4ab =

la-b|=y/(a+b)’ -4ab=+D, (DeN) =

JD - racionalan broj =
JD -cio broj =

|a - b| eN =

a-beZ



III RAZRED — 1. Zadatak

U trouglu ABC vazi XC =90°, £A=30° 1 BC =1. Neka je u trougao ABC upisan
jednakostranic¢ni trougao (svaka stranica trougla ABC sadrzi po jedan vrh upisanog trougla).
Nac¢i najmanju mogucu duzinu stranice upisanog jednakostrani¢nog trougla.

RJESENJE:

Neka je DEF jednakostrani¢ni trougao upisan
u trougao ABC .Neka je duz EG okomita na
stranicu AC.
Iz pravouglog trougla AEG imamo:

AFGE =90° - XEAG =90°-30°=60°.
Posto je

£EDF =60°,

to je

AKEDF = XFGE,

pa su tacke F,E,D,G koncikli¢ne.

Posto tacke F,E,D,G pripadaju istoj kruznici to je
A£EGD = XEFD.
Dalje je
£DGB =180°-120° = 60°
Posto je
£DBG =60°,
To je trougao GBD jednakostranic¢ni.
Neka je BD =X 1 GH visina trougla GBD.

Tada je
o X3
5 2
Cetverougao ECHG je pravougaonika, pa je
EC-GH =22
2

Iz pravouglog trougla ECD imamo:
2
D’ —EC 4 CD" {%} (1% =

2
:1—2x+1=
4

(V1,2 3.3
2" 7 A

ﬁzﬁ
7

Znadi,



DokazZimo da se dostiZe znak jednakosti.

NG

Iz gornjeg razmatranja imamo da je ED= \/g akko je TX__ =0, tj. akko je

NGl

X=—.
7

Dokazimo da za proizvoljnu vrijednost BD =X iz intervala (0, 1) postoji jednakostrani¢ni

trougao FDE.

3

Neka je E tacka na stranici AC, tako da je EC= —

Neka je tacka G tacka na na stranici AB, tako da je BG =x.
Tada je BGD jednakostrani¢ni trougao.

Neka je GH visina trougla BGD. Tada je GH = %, paje EC=GH, tj. Cetverougao ECHG

je pravougaonik.

Iz trougla AEG je £XFGE =60°, pajei £EGD =60°.

Na stranici AB uzmimo tacku F, tako da je £XEDF =60°.

Tada je KEDF = XFGE, pa je ¢etverougao F,E,D,G konciklican,
paje XEGD = XEFD.

Znaci, trougao DEF ima dva ugla od po 60°, pa je jednakostrani¢an.
<

III RAZRED - 2. Zadatak

Za zadani prirodan broj n odrediti sve uredene ¢etvorke cijelih brojeva (X, X,, X;, X,) koje

zadovoljavaju jednacinu Xl2 + X22 + X32 + X42 =4".
RJESENJE:

Pretpostavimo najprije dajen=1.
Tada dobijamo jednacinu
XS +% X% +x, =4,
pa zakljucujemo da vrijedi
(X, %5, X5, X, ) € {(£2,0,0,0),(0,22,0,0),(0,0,+2,0),(0,0,0,42), (£ 1,+1, £ 1, +1)}.
Pretpostavimo sada da je n > 2. Tada je desna strana zadane jednacine djeljiva sa 8. Pokazimo
da brojevi X1,X2,X3,X4 moraju biti djeljivi sa 2.
Imamo da je
X+ %"+ %7 +X,° =0(mod8).

Kvadrat cijelog broja pri djeljenju sa 8 moze dati ostatke 0,1,4
Ako se medu ostacima nade jedna jedinica, tada se mora pojaviti paran broj jedinica (da bi
zbir bio paran).
Znaci, imamo slijedece slucajeve:

1+1+1+1

1+1+0+0



1+1+4+4
1+1+0+4
Ni u jednom od sluc¢ajeva nemamo djeljivost sa 8.
Znadi, nijedan od brojeva x°,x,*,%,>,X,”> pri djeljenju sa 8 ne moze dati ostatak 1,
pa je svaki od brojeva X, X,, X;, X, paran.
Dakle, zakljucujemo da je x, = 2K, X, = 2Kk,, X, = 2k,, X, = 2Kk,.
Uvrstimo li ovo u polaznu jednacinu dobijamo da je (2k,)* +(2k,)* +(2k;)* +(2k,)* =4",
odnosno
k> +k,” +k+k,>=4"".
Ukoliko je n—12> 2, onda, na osnovu dokazanog, zakljucujemo da brojevi ky,kz,ks,ks moraju
biti parni, tj. vrijedi k;, =2l,,k, =2l,,k; =2l,,k, =2l,, za neke cijele brojeve 1 ,1,,1,,1,.
Nastavljajuéi ovaj postupak, zakljucujemo da je
X, =2""m,x, =2""m,,x, =2""'m,, x, = 2""'m,, za neke cijele brojeve my,mz,mMs, My,
Uvrs$tavajuci ovo u polaznu jednacinu dobijamo da vrijedi
n-1 2 n-1 2 n-1 2 n-1 2 n
@"'mf +2"'m,f + (2" m, ] +(2"'m, ] =47,
odnosno
m’+m’+m’+m,’ =4
Odavde zaklju€ujemo da
(m,,m,,m,,m,) e {(£2,0,0,0),(0,22,0,0),(0,0,£2,0),(0,0,0,+2), (£1,£1,+1,+1)}. Dakle, rjesenja
jednacine u ovom slucaju su
(X, %95 X, X,) € {(#2",0,0,0), (0,£2",0,0).(0,0,£2",0),(0,0,0,42" | (+2™" 42" 42" 271}
Dakle, sva rjeSenja polazne jednacine su
(X, %90 X5, X,) € {(#2",0,0,0), (0,£2",0,0).(0,0,£2",0),(0,0,0,42" | (+2™" 42" 2" 271}
<

III RAZRED — 3. Zadatak

+b

n prirodnih brojeva je dato na tabli. Mogu se dodavati samo prirodni brojevi oblika a ,
a

gdje su ai b brojevi ve¢ napisani na tabli.
a) Odredite najmanje n, tako da dodavajuci brojeve na gornji na¢in mozemo dobiti
bilo koji prirodan broj.

b) Za takvo n odrediti poetne brojeve (ispitati sve moguénosti).

RJESENJE:
Odgovor: {1,2} ili {1,3}.
Posto je a+b >a—b ne mozemo dobiti jedinicu. Znaci, jedinica mora biti napisana na tabli.

(Pokazimo da su dva broja dovoljna.)



Neka je x drugi broj. X—+1 je jedini broj koji se moze dobiti u prvom koraku. Posto vazi

x_+1>2 to je X<3. Znaci, drugi broj je 2 ili 3.

Dobijamo: {1,2} ili {1,3} . (DokaZimo da su oni dovoljni.)

I slucaj
Neka na tabli imamo brojeve {1,2}.

+i =3 dobijamo: {1,2,3}

IZ2
2

Dokazimo induktivno da mozemo dobiti bilo koji prirodan broj.
Pretpostavimo da na tabli imamo brojeve {1,2,3,...,2k +1} . Tada moZemo dobiti 2k+2 i

2k+3.
2k+3=(t+2)+(k+1) 2k+2_(2k+3)+(2k+1)

+2)—(k+1)’ C(2k+3)—(2k+1)

—

1I slucaj
Neka na tabli imamo brojeve {1,3} .

Iz %— 2 dobijamo: {1,2,3}.

Dalje analogno kao u prvom slucaju.
<

IIT RAZRED — 4. Zadatak
Kolika je najmanja vrijednost izraza N2x+1+ \/ 3y+1+ V4z +1,ako su X,Y,Z nenegativni
brojevi za koje je X+y+z=47?

I RJESENJE:

ImamoA-SZ(x/2X+1 1)+( 3y+1—) (\/4z+1—1)
(\/2x+1—1)+(«/2y+1 1)+( 22+1

2X 2y 2z
= + + 2
N2X+14+1 J2y+1+1 +2z+1+1
2X+2y+2z B
J2X+2y+22+1+1
8
= :2
Vo +1
Dakle, A>5.

Kako u posljednjoj nejednakosti znak jednakosti vrijedi za Xx=4, y=z=0, to zakljuCujemo da je
minimalna vrijednost izraza A=5.



II RJESENJE:
Oznac¢imo

A(X,Y,2) =V2X+ 1+ 3y +1++/4z+1.
Dokazimo da vazi:
A(X,Y,2)= A(Xx+Y,0,z)=A(4-2,0,2)>5.

A(X,Y,2)=> A(x+Y,0,2)
V2X+1+3y +1 4442 +1> 2(X+y) +1+3-0+1+y/42+1

V2X+ 1+ By +122(x+y)+1+1
3y+1-122(x+y)+1-+2x+1

Ako je y =0, vazi znak jednakosti. Ako je y # 0, imamo:
3y 2y
Y1+ 2x+2y +1+2x+1

32X+ 2y +1 432X +1>2- 3y +1+2

S druge strane, imamo:

32X+ 2y + 14342+ 1232y +1+3>
3-J2y+1+2=
9(2y+1)+2>

2,/(3y+1)+2

Ovim smo dokazali da vazi A(X,y,z)>A(Xx+Y,0,2).

Dokazimo da vazi A(4 -2,0, Z) >5.
A(4-12,0,2)>5
J2(4-2)+1+43:0+1+4z+12>5
V9-2z +4z+1>4
V9-2z +/4z+1>4
Ako je Jaz+1>4 , posljednja nejednakost je tacna. U suprotnom imamo:
V9o-22>4-az+1 |( )
9-22>16-2-/4z+1+42+1=17+42-2-J4z+1
8+62<2-\4z+1
4+3z<Vaz+1 |( )

16+242+92> <64z+16
9z —40z<0




z2-(92-40)<0

Posljednja nejednakost je tacna, jer je z<4.

Znaci, dokazali smo:

A(Xy,z)> A(x+Y,0,2)=A(4-2,0,2)>5
Znak jednakosti se dostize za X=4, y=2=0.
<



IVRAZRED — 1. Zadatak

Dokazati da za svaki prirodan broj m postoji prirodan broj n tako da su m+n+1 potpun
kvadrat i mn+1 potpun kub nekih prirodnih brojeva.

RJESENJE:

Neka je m bilo koji prirodan broj.
Stavimo da je

24+ 3m + 3.

n=m
Tada je

m+n+1=(m+2)
mn+1=m(m> +3m+3)+1=(m+1),

Sto je 1 trebalo dokazati.
<

IV RAZRED — 2. Zadatak

Neka je ABC jednakostrani¢ni trougao ¢ija je duzina visine jednaka 1. Kruznica sa centrom sa

iste strane prave AB kao i tacka C i polupre¢nikom 1 dodiruje stranicu AB.
KruZznica se kotrlja (klize) po stranici AB. Dok se kotrlja, uvijek sijece stranice AC 1 BC.
Dokazi da duzina luka kruga koji je unutar trougla je konstantna

RJESENJE:

Neka k sijece stranice AC i BCu M i N, redom.
Posto su tacke O i C jednako udaljene od prave AB, to je

OC|| AB.
Iz OC|| AB i £ABC =60°, imamo
£0CB =120°.
S obzirom da je XACB =60°, to je
£ACO =60°.

P=N.

Neka je k posmatrana kruznica i neka je O centar kruznice K.

Neka kruznica kroz O, C, M sije¢e BC u P . Dokazimo da je

Posto je MOCP tetivan ¢etverougao, te iz jednakosti uglova

nad istom tetivom imamo da je
<PMO =180°—-<«OCP =60° =
=<«MCO = «MPO
Znaci, trougao MOP ima dva ugla od po 60°, pa je
jednakostranicni, pa je

P ~OM -1,
A \_/ B pase P podudara sa N.




Koriste¢i podudarnost uglova nad istom tetivom, imamo da je:
<MON = XMOP = «<MCP =60°.

Znaci, centralni ugao kruznice k nad lukom MP (dio koji se nalazi unutar trougla ABC) je

konstantan, pa je 1 duzina luka MP konstantna.
<

IV RAZRED — 3. Zadatak

n prirodnih brojeva je dato na tabli. Mogu se dodavati samo prirodni brojevi oblika a—-’_E,

gdje su a i b brojevi ve¢ napisani na tabli.
a) Odredite najmanje n, tako da dodavajuéi brojeve na gornji na¢in mozemo dobiti
bilo koji prirodan broj.
b) Za takvo n odrediti pocetne brojeve (ispitati sve moguénosti).

RJESENJE:

Odgovor: {1,2} ili {1,3}.
Posto je a+b >a—b ne mozemo dobiti jedinicu. Znaci, jedinica mora biti napisana na tabli.
(Pokazimo da su dva broja dovoljna.)

Neka je x drugi broj. X—Jri je jedini broj koji se moze dobiti u prvom koraku. Posto vazi

X_+12 2, t0je X<3. Znadi, drugi broj je 2 ili 3.

Dobijamo: {1,2} ili {1,3}. (Dokazimo da su oni dovoljni.)

I slucaj

Neka na tabli imamo brojeve {1,2}.
Iz %=3 dobijamo: {1,2,3}

Dokazimo induktivno da mozemo dobiti bilo koji prirodan broj.
Pretpostavimo da na tabli imamo brojeve {1,2,3,...,2k +1} . Tada moZemo dobiti 2k+2 i

2k+3.

2k+3=(k+2)+(k+1), 2k+2:(2k+3)+(2k+1).
(k+2)-(k+1) (2k +3)—(2k +1)
1I slucaj
Neka na tabli imamo brojeve {1,3} .
3+1

Iz ﬁ=2 dobijamo: {1,2,3}.

Dalje analogno kao u prvom slucaju.
<



IV RAZRED — 4. Zadatak

Kolika je najmanja vrijednost izraza ~2x +1 + \/3y +1++/4z +1, ako su X,y,Z nenegativni
brojevi za koje je x+y+z=4?

I RJESENJE:
ImamoA-SZ(\/2x+1 1)+( 3y+1-— ) (\/4z+1—1)2
+

(m—l) (\/m 1)+( 2z+1 =

2X 2y 2z
= + + 2
N2X+1+1 0 J2y+1+1 ~2z+1+1
2X+2y+2z B
J2X+2y+22+1+1
8
= :2
Vo +1
Dakle, A>5.

Kako u posljednjoj nejednakosti znak jednakosti vrijedi za X=4, y=z=0, to zaklju¢ujemo da je
minimalna vrijednost izraza A=5.

II RJESENJE:
Oznac¢imo

A(X,Y,2) =V2X+ 1+ 3y +1++/4z2+1.
Dokazimo da vazi:

A(X,y,2)> A(x+Y,0,2)= A(4-2,0,2)>5.

A(x,y,z)> A(x+Y,0,2)
V2X 41+ 3y +1 4442412 (2(X+ ) +1+/3-0+1+~/42+1

V2x+ 1+ By +12 2(x+y)+1+1
3y+1-122(x+y)+1-v2x+1

Ako jey =0, vazi znak jednakosti. Ako je y # 0, imamo:
3y 2y
Y1+ 2x+2y +1+2%+1

32X+ 2y + 14342 +1 223y +1+2

S druge strane, imamo:

32X+ 2y + 14342+ 1232y +1+3>
3-J2y+1+2=

Jo(2y+1)+2>

4(3y+1)+2=
2,/(3y+1)+2



Ovim smo dokazali da vazi A(X,y,z)> A(x+Y,0,2).

Dokazimo da vazi A(4-2,0,2)>5.
A(4-12,0,2)>5

J2(4-2)+1+~/3-0+1+4z+1>5

N9-27+4z+124
V9-2z+/4z+1>4
Ako je V4z+1 24, posljednja nejednakost je tacna. U suprotnom imamo:

V9-2z2>4-az+1 |()
90-272>16-2-\J4z+1+4z+1=17+42-2-4z2+1
8+62<2-\4z+1
4+3z2<az+1 |( )

16+242+92* <64z +16
9z —40z<0
z~(9z—40)£0

Posljednja nejednakost je tacna, jer je z<4.

Znaci, dokazali smo:

A(X,y,2)>A(x+Y,0,2)= A(4-2,0,2)>5
Znak jednakosti se dostize za x=4, y=
<





