UDRUZENJE MATEMATICARA BiH

UDRUZENJE MATEMATICARATIFI{’UZLANSKOG KANTONA - UM

53. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BiH

17. FEDERALNO PRVENSTVO 1Z MATEMATIKE UCENIKA OSNOVNIH
SKOLA

Matuzi¢i (Doboj Jug), 11. maj 2013. godine

www.umtk.info



BiH

UDRUZENJE MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
/ BOSNIAN MATHEMATICAL SOCIETY

Zmaja od Bosne 35/IV, 71000 Sarajevo, Bosnhia and Herzegovina
. Tel./Fax: (++387)(33) 649-342, (++387)(33) 279-935
UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA - UM TK

53. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BiH
17. FEDERALNO PRVENSTVO 1Z MATEMATIKE
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ZADACI
VII/9 i VI/8 razred
Zbir deset uzastopnih prirodnih brojeva je 315. Naci najmanji i
najveci od tih brojeva.

Koji broj (ne obavezno cio broj) treba oduzeti i od brojnika i od

?

nazivnika (imenioca) razlomka 20112 da bi se dobio broj

U pravougaoniku ABCD je AB=2BC. Na stranici AB data je tacka
P takva da je ZAPD = /DPC. Odrediti ovaj ugao.

Odrediti nepoznate cifre broja A=4a3b6 tako da on bude djeljiv
sa 33.

Esma ima na raspolaganju tri tega i ona sa ta tri tega moze
izmjeriti bilo koju masu izrazenu prirodnim brojem manjim od
14. Koji su mjerni brojevi Esminih tegova?

e Svaki zadatak je vrednovan sa 10 poena.
e U toku rada nije dozvoljeno izlazenje iz ucionice niti koriStenje digitrona.
e Vrijeme za rad je 180 minuta.

SRETNO!
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53. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BiH
17. FEDERALNO PRVENSTVO 1Z MATEMATIKE
UCENIKA OSNOVNIH SKOLA
Matuzié¢i, 11. maj 2013. godine

ZADACI
VIII/9 i VII/8 razred

1. Katete pravouglog trougla su 6cm i 12cm . Oko tog trougla opisana je kruznica,
a oko kruznice je opisan kvadrat. Kolika je povrSina tog kvadrata?

2. Cijena neke knjige se prvo povecala 10%, zatim se smanjila 20% i opet pove-
cala za 10%, te sada iznosi 52,8 KM. Da li se cijena knjige povecala ili smanjila
u odnosu na pocetnu cijenu i za koliko procenata?

3. Nadi sve uredene parove (a,b) prirodnih brojeva takvih da je
nzs(a,b) = nzd(a,b) + 20,
5a—7b =4,
pri cemu je nzs(a,b) najmanji zajednicki sadrzalac, a nzd(a,b) najveci zajed-
nicki djelilac brojeva ai b.

4. prava koja prolazi kroz centar I upisane kruznice trougla ABC sijeCe stranice
AC1i BCu tackama Mi N, redom, tako da je trougao CMN ostrougli. Na stranici
ABuzete su tacke Ki L tako da je ZILA=ZIMC i ZIKB = ZINC . Dokazati da je

AM + KL+ BN = AB.

5. Dokazati nejednakost

J2mn—-n2 +Vm*=n2>m, m>n>0.

Kada vrijedi znak jednakosti?

e Svaki zadatak je vrednovan sa 10 poena.
e U toku rada nije dozvoljeno izlazenje iz ucionice niti korisStenje digitrona.
e Vrijeme za rad je 180 minuta.

SRETNO!
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ZADACI
IX/9 i VIII/8 razred

1. odrediti sve parove cijelih brojeva (X,y) takvih da vrijedi
Xy +5y =x*+10x +30.

2. Koji je veci od razlomaka:

Wy 102012+1p
102012 41 H 10208 417

3. Prirodni brojevi a i b zadovoljavaju jednakost 2a—5b=6. Odrediti

maksimalnu vrijednost izraza w=a’-7b°. Kada se dostize ta
maksimalna vrijednost ?

4. pat je jednakokraki trougao ABC (CA=CB). Tacka M je izabrana u
unutrasnjosti trougla ABC tako da je Z/AMB =2- Z/ACB. Tacka K lezi
na duzi AM tako da je ZCKM = £ZACB. Dokazati da je

CK=KM +MB.
5. Ajna je zamislila pet brojeva (koji ne moraju biti razlic¢iti), a zatim
je izraCunala sve moguce sume Ccetiri od tih pet zamiSljenih

brojeva. Dobila je sljedece rezultate: 29, 33 i 42. Koje je brojeve
Ajna zamislila?

e Svaki zadatak je vrednovan sa 10 poena.
e U toku rada nije dozvoljeno izlazenje iz ucionice niti koriStenje digitrona.
e Vrijeme za rad je 180 minuta.

SRETNO!
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RJESENJA ZADATAKA
VII/9 i VI/8 razred

Zadatak 1. Zbir deset uzastopnih prirodnih brojeva je 315. Naci nagjmangi © najvect od tih brojeva.
RjeSenje. Neka je najmanji od trazenih brojeva n, pa je najveci n + 9. Imamo
n+(n+1)+n+2)+...+(n+8)+(n+9) =315,
odnosno
0n+(1+2+34+44+5+6+7+8+9) =315,
tj.
10n +45==,315.

Odavde je n = 27, pa je n +9 = 36. Provjerom se ustanovi da je

27428 4+29+ 30+ 31 + 32 4 33 4+ 34 4 35 + 36 = 315.

Zadatak 2. Koji broj (ne obavezno cio broj) treba oduzeti i od brojnika i od nazivnika (imenioca)

da bi se dobio broj 7

2012 2013
Rjesenje. Neka je trazeni broj x. Prema uvjetima zadatka je

razlomka

1—=x B 1
2012 —x  2013°

Odavde je
2013 (1 —x) =2012 —

odnosno
2013 — 2012 = 2013z — =,

tj.

je trazeni broj.
Zadatak 3. U pravougaoniku ABCD je AB = 2BC. Na stranici AB data je tacka P takva da je

£LAPD = £DPC. Odrediti taj ugao.

Rjesenje. Neka je trazeni ugao x = L{APD = LDPC. 1z pravouglog trougla PAD slijedi da je
ALADP = 90° — x. Zbog toga je L PDC = x, pa je trougao DPC' jednakokraki i vrijedi

PC=CD=AB =2BC.
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60°

X X 300

Dakle, trougao PBC' je pravougli ¢ija je hipotenuza dvaput duza od osnovice, pa je on polovina
jednakostrani¢nog trougla. Zbog toga je £ BCP = 60° i L BPC = 30°. Ocito je

180° = LBPC + A DPC + £APD = 30° + z + «x,

pa je
odnosno x = 75°.

Zadatak 4. Odrediti nepoznate cifre broja A = 4a3b6 tako da on bude djeljiv sa 33.

Rjesenje. Kako je 33 = 311 i brojevi 3 i 11 relativno prosti, to je broj A djeljiv sa 33 ako i
samo ako je djeljiv sa 3 1sa 11.

Djeljivost sa 3. Broj je djeljiv sa 3, ako i samo ako mu je zbir cifara djeljiv sa 3. Broj A ima zbir
cifara a + b+ 13. Kako je 13 =124+ 1 =4-3 4 1, to je broj a + b + 13 djeljiv sa 3 ako i samo ako
je broj a + b+ 1 djeljiv sa 3. Dakle, mora biti a + b+ 1 = 3¢, gdje je t neki prirodan broj. Kako je
1<a+4+b4+1<19,tojel1 <3t <19, pajete{l,2,3,4,56}.

Djeljivost sa 11. Broj je djeljiv sa 11 ako i samo ako mu je razlika zbira cifara na parnim mjestima
i zbira cifara na neparnim mjestima djeljiva sa 11. U nasem slucaju, zbir cifara na parnim mjestima
je 13, a zbir cifara na neparnim mjestima je a + b. Da bi broj A bio djeljiv sa 11 mora biti 13 —a —b
djeljiv sa 11. Kako je 13 = 1-11 + 2, to je broj 2 — a — b djeljiv sa 11. Dakle, postoji cio broj s
takav da je 2 —a — b = 11s. Kako je —16 <2 —a — b < 21 kako je broj 2 — a — b djeljiv sa 11, to je
2—a—-b=—-111li2—a—-0b=0.

Neka je 2 —a —b = —111a+ b+ 1 = 3t. Sabiranjem ovih jednakosti dobije se 3 = 3t — 11, tj.
11 = 3(t — 1), 8to je nemoguce, jer broj 11 nije djeljiv brojem 3.

Neka je2—a—b=01ia-+ b+ 1= 3t. Sabiranjem ovih jednakosti dobije se 3 = 3¢, pa je t = 1.
Tada je a + b = 2. Odavde imamo: (a,b) € {(2,0),(1,1),(0,1), pa su trazeni brojevi

42306, 41316, 40326.
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Zadatak 5. Esma ima na raspolaganju tri tega i ona sa ta tri tega moze izmjeriti bilo koju masu
izrazenu prirodnim brojem manjim od 14. Koji su mjerni brojevi Esminih tegova?

Rjesenje. Neka su mjerni brojevi tih tegova a, b i ¢. Kako radimo sa vagom? Npr. ako imamo
tegove mjernih brojeva 2 i 3, kako izmjeriti masu od 17 Jednostavno na jedan tas ¢emo staviti teg
od 3, a na drugi teg od 2. Zatim na tas gdje se nalazi teg od 2 dodati neku masu tako da se obje
strane izjednace. Dakle, ako smo dodali z onda je 2 + x = 3, pa je x = 1. Sta nam ovo govori? Ako
su tegovi na istom tasu, onda njihove mjerne brojeve sabiramo, a ako su na razli¢itim tasovima onda
od veteg mjernog broja oduzimamo manji. To znaci da svaki prirodan broj n manji od 14 mozemo
prikazati u obliku ua + vb + we = n, gdje su u,v,w € {—1,0,1}. Sta nam ovi brojevi govore? To su
ostaci pri djeljenju sa 3. Zbog toga ¢emo posmatrati tegove mjernih brojeva: 1,31 9. Tada je

= 1-1+0-3+40-09,
= 1.3l

= 0f1+1-3+0-9,
— BN 1-310-9,
—il o il LR
Ol —1-3+1.9
L 1 TS
= —1-140-34+1-9,
— 0-1+0-3+1-09,
1:140-3+1-0,
—1-1+1-3 ;S
0-1+1-3+1-09,
13 = 1-14+1-341-9.

© 0 S UL W N e
I

[ —t
N = O
[T -

Dakle, mjerni brojevi tegova su 1, 31 9.
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RJESENJA ZADATAKA
VHI/Q 1 VH/8 razred

Zadatak 1. Katete pravouglog trougla su 6cm ¢ 12cm. Oko tog trougla opisana je kruinica, a oko
kruinice je opisan kvadrat. Kolika je povrsina tog kvadrata?

Rjesenje. Odredimo duzinu hipotenuze datog pravouglog trougla. Imamo ¢? = a? + b? =
36 + 144 = 180. Odavde je ¢ = 6v/5. Kako je trougao pravougli, centar opisane kruznice se nalazi
na sredini hipotenuze, pa je hipotenuza trougla precnik opisane kruznice. DuZzina stranice opisanog
kvadrata oko kruznice jednaka je pre¢niku kruznice, pa je povrgina kvadrata jednaka ¢? = 180.

(o))

Zadatak 2. Cijena neke knjige se prvo povecala 10%, zatim se smanjila 20% i opet povecala za 10%,
te sada i1znost 52,8 K M. Da li se cijena knjige povecala ili smangila w odnosu na pocetnu cijenu i za
koliko procenata?

Rjesenje. Neka je pocetna cijena knige x. Nakon prvog poveéanja od 10% ona iznosi

ML
=z+-—=11z
Y 100
Nakon snizenja od 20% ona iznosi
20y
=y——=0,8y=0,8-1,1x = 0, 88x.

Z y 100 ) y ) Y 'T ) m
Poslije trete promjene cijena je

2 110,882 = 0,968

u=z+ s =L1lz=1, ,88 -2 =0,968z.
5)
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52800
Prema uslovu zadatka je 0,968z = 52,8 KM, pa je v = 963

je 54,55 K M. Kako je 52,8 < 54,55, to se krajnja cijena smanjila u odnosu na pocetnu za 1, 74K M.
Odredimo procenat smanjenja. Kako je 52,8 = 0,968z = (1 — 0,032) z, znaci da se cijena smanjila

32
= 3,2%.
1000 32%

= 54, 55. Dakle, pocetna cijena knige

zZa

Zadatak 3. Naéi sve uredene parove (a,b) prirodnih brojeva takvih da je

nzs(a,b) = mnzd(a,b)+ 20,
5a—7b = 4,

pri cemu je nzs(a, b) najmangi zajednicki sadrzilac brojeva a i b, a nzd(a,b) najveti zajednicki djelitelj
brojeva a 1 b.

Rjesenje. Neka je d = nzd(a,b). Tada postoje relativno prosti prirodni brojevi u i v takvi da je
a=duib=dv. Tada je bdu — 7dv = 4, tj. d(bu — Tv) = 4. Dakle, d | 4, pajed =11ilid = 2 ili
d=4.

Slucaj d = 1. Tada je nzs(a,b) = 1420 = 21. Brojevi a i b su relativno prosti, zbog nzd(a,b) = 1,
pa je njihov najmanji zajednicki sadrzilac ab. Dakle, ab = 21. Iz jednakosti 5a — 7b = 4 slijedi
da je a > b. Zbog toga iz ab = 21 slijedi « = 2106 =11ili a = 7, b = 3. Uvr§tavanjem u jednadzbu
5a—T7b = 4, zakljutujemo da ni jedan od uredenih parova (21,1) i (7, 3) ne zadovaoljava tu jednakost.

Slucaj d = 2. Tada je a = 2u, b = 2v. Kako su u i v relativno prosti, to je nzs(a,b) = 2uv. Tako
iz. nzs(a,b) = nzd(a, b) + 20 slijedi 2uv = 22, tj. uwv = 11. Kako je a > b, to je u > v, pa iz uv = 11
slijedi w = 11 i v = 1. Tada je a = 22 i b = 2. Direktnom provjerom vidimo da nije zadovoljena
jednakost 5a — 7b = 4.

Slucaj d = 4. Tada je a = 4u i b = 4v. Kako su brojevi u i v relativno prosti, to je nzs(a, b) = 4duv.
Sada iz nzs(a,b) = nzd(a,b) + 20 slijedi 4uv = 24, tj. uv = 6. Kako je a > b, to je u > v, pa je
u=6,v=1iliu=3,v=2. Dakle,a=24ib=41ili jea= 12100 = 8. Direktnom provjerom vidimo
da samo uredeni par (12,8) zadovoljava jednakost 5a — 7b = 4.

Dakle, rjesenje je (12, 8).

Napomena Zadatak se mogao rjesavati i ovako. Neka je d = nzd(a,b). Tada je a = du, b = dv,

pri ¢emu su u i v relativno prosti. Osim toga je nzs(a,b) = duv. Uvrstavanjem u dati sistem dobije
se

duv = d+ 20,
dbu —Tv) = 4.

Odavde je d(uv — 1) =20 i d(5u — Tv) = 4, pa je d(uv — 1) = 5 -4 = 5d(5u — Tv). Dalje imamo da je
uv—25u+35v = 1, pa je u(v—25)+35(v—25)+35-25 = 1, tj. (25—v)(u+35) = 874 = 2-437 = 2-23-19.
Sada se razmatraju svi slucajevi i vod se ra¢una da u i v moraju biti relativno prosti.

Zadatak 4. Prava koja prolazi kroz centar I upisane kruinice trougla ABC' sijece stranice AC' i
BC u tackama M i N, redom, tako da je trougao CMN ostrougli. Na stranici AB uzete su tacke
K i L tako da je LILA = LIMC i £IKB = LINC. Dokazati da je

AM + KL + BN = AB.
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Rjesenje. Neka su Aj, B; i C; podnozja normala spustenih iz tacke I na stranive BC, C'A i
AB, respektivno. Tada je [A; = IB; = IC; = r, gdje je r poluprecnik upisane kruznice trougla
ABC'. Pravougli trouglovi IC1L i IB;M imaju jednaku po jednu katetu ICy i IBj, dva ugla i to
LILC, = £LIMB; i £IC,\L = £IB;M = 90°. Tada su im jednaki i preostali uglovi, pa su ti trouglovi
podudarni. Iz podudarnosti tih trouglova slijedi C;L = By M.

Analogno se zaklju¢uje da su podudarni i trouglovi KC,I i NAI, paje KC; = NA,.

C

Kako je poluprava Al simetrala ugla < BAC, i trouglovi AC;I i AB;I su pravougli, to su oni
podudarni, pa je AC; = AB;. (Jednakost tangentnih duzi). Analogno se zakljucuje da je CA; = CB;
i BCl - BAl

Konac¢no, imamo

AM + KL+ BN = AM+ (KCy,+ CiL)+ BN
= (AM + MB,)+ KC, + BN
= AB;+ A N+ BN
= AB;+ AiB=AC, + BC, = AB.

Zadatak 5. Dokazati nejednakost

V2mn —n2 +vVm2 —n2>m, m>n>0.

Kada vrijedi znak jednakosti?

Rjesenje. Ako je n = 0, onda nejednakost ima oblik v/0 + vm2 > m, tj. m > m. Ova
(ne)jednakost je ispunjena za svako m > 0.
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Neka je n # 0, tj. neka je n > 0. Uvedimo smjenu m = nt. Kako je m > n > 0, to jet > 1.
Nejednakost ima oblik

V2tn2 — n2 +Vt2n2 —n2 > nt

i ona je ekvivalentna sa nejednakoscu

V2t —14+Vi2—1>t
Ova nejednakost je ekvivalentna sa
V21>t -2t — 1.
Pokazimo da je t > /2t — 1. Imamo
t>V2At—1et?!>2—-1at2—2+1>0< (t—1)>>0,
Sto je tacno. Dakle, t > /2t — 1. Sada smijemo kvadrirati nejednakost
VE2—1>t—+/2t—1.

Imamo t2 — 1 > 2 — 2t3/2t — 1 + 2t — 1, tj. 2t\/2t — 1 > 2t. Ova nejednakost djeljenjem sa 2t (> 0)
prelazi u ekvivalentnu nejednakost /2t — 1 > 1, a ova u ekvivalentnu nejednakost 2t —1 > 1, tj. u
nejednakost t > 1, koja je tacna. Ovim smo dokazali datu nejednakost. Znak jednakosti vrijedi ako
jet =1, tj. ako je m = n.

Drugo rjesenje. Stavimo da je m =n + h, h > 0. Tada imamo
V2mn —n?2 = \/2(n+h)n —n?=+n?+2nh>Vn2=n,
m2—n?2 = \/(n+h)>—n2=Vh2+2nh>Vh2=h.

Sabiranjem ovih nejednakosti, dobijamo

V2mn —n?2+vVm2—n2>n+h=m.

Jednakost se postize za h = 0, tj. m = n.
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RJESENJA ZADATAKA IX/9 i VIII/8

Zadatak 1. Odrediti sve parove cijelih brojeva (x,y) takvih da vrijeds

ry + 5y = 2% 4+ 10z + 30.

Rjesenje. Iz ry+ 5y = 22+ 102+ 30 slijedi y(x +5) = (z+5)?+5. Za x = —5 jednadzba postaje
0 -y = 5. Ova jednadzba nema rjesenja. Zbog toga x = —b5 nije rjeSenje. Neka je z # —5. Tada je

=xr+5+ L
v= r+5

5)
7 mora biti cio broj. Dakle, (z +5) | 5,

&
pa kako je 5 prost broj, to je z+5 € {—5,—1,1,5}, tj. € {—10, -6, —4,0}. Odavde se jednostavno
nalaze rjesenja: (z,y) € {(=10,—6), (—6,—6), (—4,6), (0,6)}.

Drugo rjesenje. Jednadzbu mozemo napisati u obliku

Kako trazimo rjesenja u skupu cijelih brojeva, to broj

(z+5)*—y(z+5)+5=0.

Nakon mnozenja sa 4 dobije se [2(z + 5)]> — 2 - 2(x + 5)y + 20 = 0, tj. [2z + 10 — y]? = y* — 20.
Odavde je

20=y*-20+10—yP=(y—20—10+y)(y+2v+10—y) =4(z +5)(y — . — 5),

tj. (z+5)(y — 2z —5) = 5. Odavde imamo cetiri slucaja.
Prvi slutaj: x +5= -5,y —x — 5 = —1. Rjesenje je x = —10, y = —6.
Drugi slucaj: x +5=—1,y—x —5 = —5. RjeSenje je x = —6, y = —6.
Treci slucaj: x+5 =1,y —x —5 = 5. RjeSenje je v = —4, y = 6.
Ceturti slucaj: x+5 =5y —x — 5 = 1. Rjesenje je z = 0, y = 6.
Dakle, rjesenja su: (x,y) € {(—10,—6), (—6,—6), (—4,6), (0,6)}.

Zadatak 2.Koji je veci od razlomaka

102011 +1 o 102012 + 1?
102012 4 1 e 102013+1'

Rjesenje. Stavimo 10%°' = q. Tada je 10%°1? = 10 - 10?°!! = 10a i 10%13 = 10% - 10?*!! = 100a.
Tada je
10 +1 e+l o 107241 10a+1
T2 41 10a+1 0 100311 100a+ 1
Mi trebamo uporediti pozitivne racionalne brojeve A i B. To mozemo uraditi na dva nacina.

Prvi naéin. Posmatrajmo razliku A = A — B. Imamo

a+1l  10a+1  (a+1)(100a +1) — (10a +1)*
10a+1 100a+1 (10a + 1)(100a + 1)
8la

(10a 4 1)(100a + 1) ’

A —
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paje A > B.

A
Drugi nacin. Posmatrajmo koli¢nik 5 Imamo

A_sih _(a+D00a+1) 1000 +10la+1_ Sla
B 110%62111 N (10a + 1) ~ 100a2 +20a +1 (10a + 1)2 7
paje A > B.

Zadatak 3. Prirodni brojevi a i b zadovoljavaju jednakost 2a — 5b = 6. Odrediti maksimalnu
vrijednost izraza w = a*> — 7b*. Kada se dostize ta maksimalna vrijednost.

Prvo rjesenje. Iz jednakosti 2a — bb = 6 slijedi da je broj b djeljiv sa 2. Dakle, postoji prirodan
broj t takav da je b = 2t. Tada iz 2a — 5b = 6 slijedi a = 5¢ 4+ 3. Sada imamo

w = a®— 7% = (5t + 3)% — 7(2b)°
= 25t% + 30t 4 9 — 28¢>
= —3t°+430t+9=—3(t> — 10t — 3)
= -3[(t-5)>—25-3]
= —3(t—5)*+84.

Kako je (t —5)? > 0, to je —3(t — 5)> < 0, pa iz w = —3(t — 5)% + 84 slijedi w < 84. Jednakost, tj.
w = 84, se dostize kada je —3(t — 5)* = 0, tj. kada je t = 5. Tada je a = 28 i b = 10. Provjerimo,

w=28%—7-10% = 784 — 700 = 84.

Dakle, wy,q., = 84 i on se dostize za (a,b) = (28, 10).

Drugo rjesenje. Nakon mnozenja izraza w = a? — 7b* sa 4 imamo 4w = (2a)? — 28b2. Iz uslova
2a — 5b = 6 imamo 2a = 5b + 6. Na osnovu ove ¢injenice iz 4w = (2a)? — 2807 slijedi

4w = (5b+6)% — 286 = —3b% + 60b + 36 = —3(b*> — 20b — 12)
= —3[(b—10)* — 112] = —3(b — 10)* + 336 < 336.
336

Ovaj dostize svoju najve¢u vrijednost 336 ako je b = 10. Tada je a = 28 i wyur = = 84.

Zadatak 4. Dat je jednakokraki trougao ABC (CA = CB). Tatka M je izabrana u unutradnjosti
trougla ABC' tako da je LAMB = 2-L AC'B. Tacka K leZi na duzi AM tako da je {CKM = L ACB.
Dokazati da je CK = KM + MB.

Rjesenje. Neka je L tacka presjeka pravih CK i BM. Ugao £ KM B je vanjski ugao trougla
KML, pa je
AKMB =AMLK + AMKL=AMKL+ LACB. (1)

Uvedimo oznaku £ AC'B = ~. Tada prema uslovu zadatka vrijedi {KMB = {AMB = 27, pa iz
(1 slijedi 2y = LMLK + v, tj. LMLK = ~. To zna&i da je trougao M LK jednakokraki i da je
MK = ML.
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Uvedimo oznake £ LBC = ¢ i LACK = 1. Posmatrajmo trougao BC'L. Njegov vanjski ugao je
AKLB i za njega vrijedi

v=4KLB =ALBC+ ABCL = ¢+ ({BCA— AKCA) =p+vy—1.
Odavde slijedi 1 = .

Dalje, imamo

ABLC =180° — L KLB = 180° — v

LAKC =180° — AMKC = 180° — 7.

Dakle, {KLB = LM KC' Trouglovi AKC' 1 CLB su podudarni, jer je: LAKC = £CLB, LACK =
LLBC, AC = BC. Iz ove podudarnosti slijedi CK = BL.
Sada imamo

BL=BM+ ML=BM+ MK,

sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 5. Ajna je zamislila pet brojeva (koji ne moraju biti razliciti), a zatim je izracunala sve
moguce sume Cetiri od tih pet zamisljenih brojeva. Dobila je sljedece rezultate: 29, 33 i 42. Koje je
brojeve Ajna zamislila?

Rjesenje. Neka je Ajna zamislila brojeve: a, bc, d i e. Izra¢unajmo sve sume po cetiri od ovih
pet brojeva. Neka su te sume

S, = b+c+d+e,
Sy, = a+c+d+e,
S. = a+b+d+e,

Sqg = a+b+c+e,
Se = a+b+c+d

S=a+b+c+d+e.

Cetiri broja od pet brojeva mozemo izabrati na pet nacina. Dakle, Ajna je izracunala pet suma i
dobila tri razlicita rezultata i to: 29, 33 i 42. Tada je Su, Sp, Se, Sa, Se € {29, 33,42}. Bez gubitka
opstosti mozemo pretpostaviti da je

S, =29, 5,=33,5.=42, Sy=x 1 S.=uy,
gdje su z,y € {29,33,42}. Imamo
Sa + 5+ Sc+Si+ Se =a+y+ 104
S druge strane je
Sa+ S+ Se+Sqi+Se=4(a+b+c+d+e)=458S.

Tako imamo x +y + 104 = 4S. Odavde je x +y = 4(S — 26). Dakle, broj = +y je djeljiv sa 4. Kako je
x,y € {29,33,42}, to je x +y € {58,62,66,71,75,84}, pa je z +y = 84. Broj 84 smo dobili kao sumu
42+ 42 tejex =y =42. Toznacidajec=d=e. Izax =y =421ix+y = 4(S — 26) slijedi S = 47.
Nadaljejea=S5—-S5,=47—29=18,b=5—-5,=47—33=14ic=d=e=5—-S5,=47—42 =5.
Dakle, Ajna je zamislila brojeve: 5, 5, 5, 14 i 18.
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