
50. TAKMIČENJE MLADIH MATEMATIČARA BOSNE I HERCEGOVINE 

FEDERALNO PRVENSTVO UČENIKA SREDNJIH ŠKOLA 

Sarajevo, 24. april 2010. godine 

 

I razred 

 

1. Za realne brojeve �, �, � i � vrijedi: 

� � � � � � � � 0, 

�	 � �	 � �	 � �	 � 0. 

 Dokazati da je zbir neka dva od brojeva �, �, �, � jednak 0. 

2. U konveksnom četverouglu ��
�, dijagonale �
 i �� sijeku se u tački � pod uglom od 

90�. Neka su �, �, � i � ortogonalne projekcije tačke � na stranice ��, �
, 
� i �� 

četverougla ��
�. Dokazati da je četverougao ���� tetivan. 

3. Neka su � i � prirodni brojevi za koje vrijedi: 

��|�� � ��.� 

 Dokazati da je � � �. 

4. U tabelu formata 2� � 2� upisani su prirodni brojevi koji nisu veći od 10, pri čemu 

su brojevi koji leže u kvadratima sa zajedničkim vrhom relativno prosti. Dokazati 

da postoji broj koji se pojavljuje bar 
���

	
 puta. 

 

 

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova. 

Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta 

SRETNO! 

http://www.umtk.info



http://www.umtk.info



I – 2. Četverougao ���� je tetivan, pa vrijedi ���� � ����. Analogno, 

zaključujemo da vrijedi ���� � ����, ��	� � ��
�, ���� � ��
�. 

Sabiranjem ovih jednakosti, imamo: 

���� � ��
� � ���	 � ��	� � ���� � ���� � 90
�
� 90

�
� 180

�
. 

Dakle, četverougao ��
� je tetivan. 

 

http://www.umtk.info



I - 3:  Iz ��|��� � ���� zaključujemo da vrijedi: 
�

��, �� |��
� � ���,� 

tj. 

�
��, �� |�

�.� 

Kako je 

� �
��, �� , �

�� 
 1 

zaključujemo da je 

� 
 ��, ��. 

Analogno zaključujemo da je 

� 
 ��, ��. 

Dakle, � 
 �. 

http://www.umtk.info



I – 4. Podijelimo tabelu na �� kvadrata formata 2 � 2. Kako svaki od ovih 

kvadrata može sadržavati najviše 2 elementa niza 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, to svaki 

ovakav kvadrat sadrži bar dva elementa niza 1, 5, 7. Kako ovih kvadrata ima ��, 

to će se 2�� puta pojaviti elemenat skupa �1, 5, 7�. Prema Dirichlet-ovom 

principu zaključujemo da će se neki od brojeva 1, 5, 7 pojaviti bar 
���

�
 puta. 

http://www.umtk.info
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II razred 

1. Odrediti sva realna rješenja ��, �� sistema jednažbi: 

� �
3� � �

�	 � �	

 3, 

� �
� � 3�

�	 � �	

 0. 

2. Dat je oštrougli trougao ∆��� sa ortocentrom �. Dokazati da vrijedi: 

�� · �� � �� · �� � �� · �� 

�	 � �	 � �	

2
, 

 pri čemu su �, �, � dužine stranica, a �� , �� , �� dužine visina trougla ∆���. 

3. Neka su � i � prirodni brojevi za koje vrijedi: 

��|�	 � �	.� 

 Dokazati da je � 
 �. 

4. Dat je skup � sa �	 elemenata (� � 2) i familija   podskupova skupa �, od kojih 

svaki ima tačno � elemenata. Pretpostavimo da svaka dva skupa iz   imaju najviše 

jedan zajednički element. Dokazati: 

i. da familija   ima najviše �	 � � elemenata; 

ii. da se gornja granica može dostići za � 
 3. 

 

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova. 

Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta 

SRETNO! 

http://www.umtk.info
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II - 3:  Iz ��|��� � ���� zaključujemo da vrijedi: 
�

��, �� |��
� � ���,� 

tj. 

�
��, �� |�

�.� 

Kako je 

� �
��, �� , �

�� 
 1 

zaključujemo da je 

� 
 ��, ��. 

Analogno zaključujemo da je 

� 
 ��, ��. 

Dakle, � 
 �. 

http://www.umtk.info



II – 4. 

i. Za fiksiran element � � �, označimo sa ���� broj skupova � � 	 koji 

sadrže element �. Označimo ove skupove sa ��, ��, ... , �
���. Tada su 
skupovi ��\���, ��\���, ... , �
���\��� disjunktni podskupovi skupa �\���. 
Kako svaki skup ��\��� ima � � 1 elemenata, a skup �\��� ima �� � 1 
elemenata, tada vrijedi: 

���� � �� � 1
� � 1 � � � 1. 

 Ponavljajući ovu argumentaciju za sve � � � i sabirajući, dobijamo: 

� ���� � ���� � 1�.
���

 

 Ali, 

� ���� � �|�| � �|	|.
��	���

 

 Odavde slijedi: 

�|	| � ���� � 1�, 

 što implicira: 

|	| � �� � �. 

ii. Rasporedimo elemente 1, 2, 3, … , 9 u tabelu: 

1 2 3 

4 5 6 

7 8 9 

 

 i oformimo skupove familije 	, kao kolone, redove i „dijagonale“ ove 
 tabele.

 

�1, 2, 3�, �4, 5, 6�, �7, 8, 9�, �1, 4, 7�, �2, 5, 8�, �3, 6, 9�, �1, 5, 9�, �2, 6, 7�, �3, 4, 8�, �3, 5, 7�, �2, 4, 9�, �1, 6, 8�. 

http://www.umtk.info
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III razred 

1. Dokazati da vrijedi nejednakost 

�� � ��

2�� � 1
�
�� � ��

2�� � 1
�
�� � ��

2�� � 1
	 0 

 za sve realne brojeve �, �, �. 

 

2. Simetrala ugla kod vrha � oštrouglog trougla ∆��� siječe stranicu �� u tački �, a 

opisanu kružnicu trougla u tački � (različitoj od �). Neka su � i � podnožja 

normala spuštenih iz tačke � na stranice �� i ��. Dokažite da je površina 

četverogla ���� jednaka površini trougla ∆���. 

 

3. Neka je � neparan prirodan broj veći od 1. Dokazati da broj 3� � 1 nije djeljiv sa 

�. 

 

4. U ravni su date nekolinearne tačke ��, ��, ... ��. Dokazati da postoji prava koja 

prolazi kroz tačno dvije od ovih tačaka. 

 

 

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova. 

Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta 

SRETNO! 

 

http://www.umtk.info



III - 1: Ako dodamo po 1 na svaki od ovih sabiraka, imamo: 
�� � �� � 12�� � 1 � �� � �� � 12�� � 1 � �� � �� � 12�� � 1 � 3. 

Sada vrijedi: 

�� � �� � 12�� � 1 � �� � �� � 12�� � 1 � �� � �� � 12�� � 1 � 3��� � �� � 12�� � 1 · �� � �� � 12�� � 1 · �� � �� � 12�� � 1
 , 
pa je dovoljno dokazati: 

�� � �� � 12�� � 1 · �� � �� � 12�� � 1 · �� � �� � 12�� � 1 � 1. 
Ovo slijedi množenjem iz sljedećih nejedanakosti: 

�� � �� � 1 � �� � 12 � �� � 12 � 2���� � 12� ��� � 12�, 

�� � �� � 1 � �� � 12 � �� � 12 � 2���� � 12� ��� � 12�, 

�� � �� � 1 � �� � 12 � �� � 12 � 2���� � 12� ��� � 12�. 
 

http://www.umtk.info
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III - 3: Pretposatvimo suprotno, neka postoji prirodan broj � koji dijeli 

broj 3� � 1. Neka je � najmanji prosti djelioc broja �. Tada �|3� � 1�. Odnosno, 

3� 	 
1 �
�� �� 

što implicira, 

3�� 	 1 �
�� ��. 

Prema maloj Fermatovoj teoremi vrijedi: 

3��� 	 1 �
�� ��. 

Sada kombinovanjem posljednja dva zaključka imamo: 

3������,���� 	 1 �
�� ��. 

Prema pretpostavci broj � je najmanji prosti djelioc broja �, pa vrijedi 

�����, � 
 1� � 1. Iz uslova zadatka imamo da je broj � neparan, a to implicira 

da je broj � 
 1 paran. 

Dakle, �2�, � 
 1� � 2. Iz posljednjeg zaključka slijedi da je 3� 	 1 �
�� ��, 

tj. �|8�, što je nemoguće jer je � neparan prost broj. 

 

http://www.umtk.info



III – 4. Neka je � skup svih zadatih tačaka, a neka je � skup svih pravih 

koje prolaze kroz bar dvije tačke skupa �. Od svih parova ��, ��, pri čemu 

tačka 	 
 �, odaberimo par �	�, ���, takav da je tačka 	� najbliža pravoj ��, pri 

čemu je tačka � podnožje normale iz tačke 	� na pravu ��. 

Prava �� zadovljava uslove zadatka. 

Pretpostavimo suportno, neka prava �� prolazi kroz tri tačke skupa �. Tada 

dvije takve tačke leže sa iste strane tačke �. Pretpostavimo da tačka 	
 leži 

između tačaka � i 	� (pri čemu je moguće da se tačka 	
 poklapa sa tačkom �). 

Sada je udaljenost tačke 	
 od prave �
, koja prolazi kroz tačke 	� i 	� manja 

od udaljenosti tačke 	� od prave ��, što je kontradikcija sa izborom para 

�	�, ���. 

http://www.umtk.info
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IV razred 

1. Neka su za pozitivan realan broj � ispunjeni sljedeći uslovi: 

�1
�� � ����, 

2 � �� � 3. 

 Izračunati vrijednost izraza 

��� � 144
� . 

 Napomena: Sa ��� je označen razlomljeni dio od �, tj. ��� � � � ���, gdje je ��� - najveći    
 cijeli broj koji nije veći od �. 

2. Neka je � neparan prirodan broj veći od 1. Dokazati da broj 3� � 1 nije djeljiv sa 
�. 

3. U ravni su date nekolinearne tačke ��, ��, ... ��. Dokazati da postoji prava koja 
prolazi kroz tačno dvije od ovih tačaka. 

4. Neka su ���, ��� i ��� visine trougla ���, a ����, ���� i ���� prečnici kružnice 9 
tačaka za trougao ���. Dokažite da prave ���, ��� i ��� prolaze kroz jednu 

zajedničku tačku. 

 Napomena: Neka su �, �, � središta stranica, ��, ��, �� podnožja visina trougla ∆���, a �, �, 
   središta segmenata �!, �!, �!, respektivno, pri čemu je ! ortocentar trougla ∆���. Ovih 9 
 tačaka leži na kružnici koju zovemo kružnica 9 tačaka (Feuerbach-ova ili Eulerova 

 kružnica). 

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova. 
Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta 

SRETNO! 

http://www.umtk.info



IV - 1: Iz uslova zadatka slijedi da je � � 1, a odavde slijedi da je 0 � �
� �

1. Dakle, vrijedi: 

�1�	 

1
�, 

��
� 
 �
 � 2. 

Odavde imamo da � zadovoljava sljedeću jednadžbu: 

1
� 
 �
 � 2. 

Odnosno, 

�� � 1���
 � � � 1� 
 0. 

Jedini pozitivan korijen ove jednadžbe je � 
 ��√�

 . 

Sada koristeći činjenicu da je 

�
 
 � � 1 

imamo 

�� 
 �
 � � 
 2� � 1. 

Sada kvadriranjem i jednakošću, 

�� 
 8� � 5, 

��
 
 144� � 89, 

��� 
 233� � 144. 

Odavde slijedi: 

��
 � 144� 
 ��� � 144
� 
 233. 

http://www.umtk.info



IV - 2: Pretposatvimo suprotno, neka postoji prirodan broj � koji dijeli broj 

3� � 1. Neka je � najmanji prosti djelioc broja �. Tada �|3� � 1�. Odnosno, 

3� 	 
1 �
�� �� 

što implicira, 

3�� 	 1 �
�� ��. 

Prema maloj Fermatovoj teoremi vrijedi: 

3��� 	 1 �
�� ��. 

Sada kombinovanjem posljednja dva zaključka imamo: 

3������,���� 	 1 �
�� ��. 

Prema pretpostavci broj � je najmanji prosti djelioc broja �, pa vrijedi 

�����, � 
 1� � 1. Iz uslova zadatka imamo da je broj � neparan, a to implicira 

da je broj � 
 1 paran. 

Dakle, �2�, � 
 1� � 2. Iz posljednjeg zaključka slijedi da je 3� 	 1 �
�� ��, 

tj. �|8�, što je nemoguće jer je � neparan prost broj. 

 

http://www.umtk.info



IV – 3. Neka je � skup svih zadatih tačaka, a neka je � skup svih pravih 

koje prolaze kroz bar dvije tačke skupa �. Od svih parova ��, ��, pri čemu 

tačka 	 
 �, odaberimo par �	�, ���, takav da je tačka 	� najbliža pravoj ��, pri 

čemu je tačka � podnožje normale iz tačke 	� na pravu ��. 

Prava �� zadovljava uslove zadatka. 

Pretpostavimo suportno, neka prava �� prolazi kroz tri tačke skupa �. Tada 

dvije takve tačke leže sa iste strane tačke �. Pretpostavimo da tačka 	
 leži 

između tačaka � i 	� (pri čemu je moguće da se tačka 	
 poklapa sa tačkom �). 

Sada je udaljenost tačke 	
 od prave �
, koja prolazi kroz tačke 	� i 	� manja 

od udaljenosti tačke 	� od prave ��, što je kontradikcija sa izborom para 

�	�, ���. 

http://www.umtk.info



IV - 4: Neka je � ortocentar trougla ���, a � i � središta odsječaka �� i 

��. Tada je četverougao ������ pravougaonik. Imamo da vrijedi: 

�	�

���



�	�

���



�	��

���



���

��



���

��
. 

Imamo da vrijedi: 

���

��

 �
��,

���

��

 sin�90� � �� 
 ����  �   �� 
 2 ���� �   �� 
  ����, 

��� 
 ��� 
 ��� � �� 
 �� · �
�" �  ���� 
 2 · �
�" · �
�� �  · ����, 

��� 
 ��� 
 �� � ��� 

��

2
� �� · ���� 
  · ��
�� � 2 · �
�" · ����� 
  · sin�� � "�. 

Kombiniranjem posljednjih izraza i produžene proporcije, slijedi: 

�	� 

 · sin�� � "� · �2 · �
�� · �
�" � �����

����



 · sin �� � "� · cos �� � "�

����
. 

Odavde slijedi: 

��	

�	�



�� � ��	

�	� % ��



�
�2� % �
�2�" � ��

�
�2� � �
�2�" � ��



&'2"

&'2�
. 

Analogno, koristeći slične izraze za ostale stranice, imamo: 

��	

�	�
·

��	

�	�
·

��	

�	�



&'2"

&'2�
·

&'2�

&'2�
·

&'2�

&'2"

 1. 

Time je tvrdnja dokazana. 

 

http://www.umtk.info
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