50. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA

Sarajevo, 24. april 2010. godine

I razred

. Za realne brojeve a, b, c i d vrijedi:
a+b+c+d=0,
a*+b3+c*+d*=0.
Dokazati da je zbir neka dva od brojeva a, b, ¢, d jednak 0.

. U konveksnom cetverouglu ABCD, dijagonale AC i BD sijeku se u tacki O pod uglom od
90°. Neka su K, L, M i N ortogonalne projekcije tac¢ke O na stranice AB, BC, CD i DA
cetverougla ABCD. Dokazati da je cetverougao KLMN tetivan.

. Neka su a i b prirodni brojevi za koje vrijedi:
abl|a? + b2.
Dokazati da je a =b.

. U tabelu formata 2nx2n upisani su prirodni brojevi koji nisu vec¢i od 10, pri cemu

su brojevi koji leze u kvadratima sa zajednickim vrhom relativno prosti. Dokazati

2
da postoji broj koji se pojavljuje bar 2% puta.

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta

SRETNO!

http://lwww.umtk.info



I=1lza+b+c+d=0 slijedidaje a+b+c=-d. Kubiranjem dobijemo

& +3ab +3ab? + b +3d’c+6abe+3b%c+ 3ac® +3bc? +¢* =-d’.
Odavde i iz drugog uslova slijedi da je

3a%h + 3ab? + 3a’c + 6abe +3b*c +3ac’ +3bc* =0.
Zdruzivanjem sabiraka i faktorisanjem dobijemo

3ab(a+b)+30(a+b)2 +3c*(a+b)=0,
tj.
3(a+b)(ab +Ca+cb+r:2)= 0,
odnosno,
3(a+b)(b+c)(c +a) =05
Odavde je bar jedan od faktora a + b, b+c, c+a jednak nuli, §to je i trebalo dokazati.
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I - 2. Cetverougao AKON je tetivan, pa vrijedi <«OAN = <«OKN. Analogno,
zakljucujemo da vrijedi «OBL = «<0OKL, ¥«ODN = «OMN, <0OCL =<0OML.

Sabiranjem ovih jednakosti, imamo:
ILKN + <LMN = <0AD + <0ODA + <0BC + <0CB = 90° + 90° = 180°.

Dakle, cetverougao KLMN je tetivan.
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I - 3: Iz ab|(a®+b?) zakljuCujemo da vrijedi:

a

ap @b,

t5.

Kako je

zakljucujemo da je

a = (a, b).
Analogno zakljucujemo da je

b = (a,b).

Dakle, a =b.
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I - 4. Podijelimo tabelu na n? kvadrata formata 2x2. Kako svaki od ovih
kvadrata moze sadrzavati najvisSe 2 elementa niza 2,3,4,6,8,9,10, to svaki
ovakav kvadrat sadrzi bar dva elementa niza 1,5,7. Kako ovih kvadrata ima n?,

to ¢e se 2n? puta pojaviti elemenat skupa {1,5,7}. Prema Dirichlet-ovom

2
principu zakljucujemo da ¢e se neki od brojeva 1,5,7 pojaviti bar 2% puta.
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50. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA

Sarajevo, 24. april 2010. godine

II razred

. Odrediti sva realna rjeSenja (x, y) sistema jednazbi:

3x—y
+—=—-=3,
x x% + y?

x+3y_0
y x2+yz

. Dat je oStrougli trougao AABC sa ortocentrom H. Dokazati da vrijedi:

a® + b? + c?

AH -hg+BH -hy + CH - h, = > :

pri ¢emu su a, b, ¢ duzine stranica, a h,, hy, h, duzine visina trougla AABC.
. Neka su a i b prirodni brojevi za koje vrijedi:

abla? + b?.
Dokazati da je a=bs.

Dat je skup A sa n? elemenata (n=>2) i familija F podskupova skupa A, od kojih
svaki ima tacno n elemenata. Pretpostavimo da svaka dva skupa iz F imaju najvisSe
jedan zajednicki element. Dokazati:

i. da familija F ima najvise n?+n elemenata;

ii. da se gornja granica moze dostici za n = 3.

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta

SRETNO!
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11 = 1. MnoZenjem prve jednadzbe sistema sa y, a druge sa x, te njihovim zbrajanjem,

dobijemo:
3x-— —(x+3y)x
il y)i’ (139)% .,
'
ili
2xy—-1=3y.
Odavde je y # 0. Sada je
S =m
X=—+—-.
2 2y

Nakon mnozenja druge jednadzbe sistema sa x* + y” i uvritavanja izraza za x, dobijemo

3 1Y Ll (3 4
J[(zj) Y M—]” v

4y* -3y* -1=0.
Odavdeje y* =1,t. ¥, =1y, =-Lx, =2,x, =1, odnosno (x,y) € {(2,1).(1,-1)}.

odnosno
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Il = 2. Neka su 4, B, i C, podnoZja visina spuitenih iz vrhova 4,B i C trougla ABC na
stranice BC, CA i AB redom. Cetverouglovi AC,HB,, BAHC, i CBHA su otigledno

tetivni.

Koriste¢i potenciju tatke u odnosu na kruznice opisane oko cCetverouglova AC HB,,
BA HC| i CB HA, imamo

AH -AA, = AC,-AB, AH - A4 = AB, - AC,

BH -BB, = BC,-AB, BH - BB, = B4, - BC,

CH-CC, =CA,-BC,CH-CC, =CB, - AC.
Sabiranjem ovih jednakosti, dobijemo
2-(AH - A4, + BH - BB, + CH - CC, ) =(4C, + BC, ) +AB+(BA, +CA4,)- BC +( 4B, +CB,)- AC
odakle slijedi trazena jednakost

AH -h, + BH -h, + CH - h, =-3;(f;3 +b +c?).

http://www.umtk.info



II - 3 Iz ab|(a®+b?) zakljuCujemo da vrijedi:

a

ap|@ b,

t5.

Kako je

zakljucujemo da je

a = (a, b).
Analogno zakljucujemo da je

b = (a,b).

Dakle, a =b.

http://lwww.umtk.info



IT - 4.

i. Za fiksiran element x €A, oznacimo sa k(x) broj skupova B €F koji
sadrze element x. Oznacimo ove skupove sa By, By, ... , Byy). Tada su
skupovi Bi\{x}, B,\{x}, ... , Bre\{x} disjunktni podskupovi skupa A\{x}.

Kako svaki skup B;\{x} ima n—1 elemenata, a skup A\{x} ima n?-1

elemenata, tada vrijedi:

n? -1

=n+1
1 n

k(x) < —

Ponavljaju¢i ovu argumentaciju za sve x €A i sabirajué¢i, dobijamo:

Z k(x) < n2(n + 1).

XEA

Ali,

Z k(x) = Z IB| = n|F|.

XEA BEF

Odavde slijedi:
n|F| < n?(n+1),

Sto implicira:

|F| <n?+n.
ii. Rasporedimo elemente 1,2,3,...,9 u tabelu:
2 3
4 5 6
8 9

i oformimo skupove familije F, kao kolone, redove i ,,dijagonale® ove

tabele.

{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},{1,4,7},{2,5,8},{3,6,9},{1,5,9},{2,6,7},{3,4,8},{3,5,7},{2,4,9},{1, 6, 8}.
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III razred
. Dokazati da vrijedi nejednakost

y2—x2 g2y x2_ 32
+ + >
2x24+1 2y2+1 27241

0

za sve realne brojeve x,y,z.

. Simetrala ugla kod vrha A oStrouglog trougla AABC sijece stranicu BC u tacki D, a
opisanu kruznicu trougla u tacki E (razlic¢itoj od A). Neka su F i G podnozja
normala spusStenih iz tacke D na stranice AB i AC. Dokazite da je povrSina

Cetverogla AEFG jednaka povrsini trougla AABC.

. Neka je n neparan prirodan broj veé¢i od 1. Dokazati da broj 3™+ 1 nije djeljiv sa

n.
. U ravni su date nekolinearne tacke A;, 4,, ... A,. Dokazati da postoji prava koja

prolazi kroz tacno dvije od ovih tacaka.

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta

SRETNO!

http://lwww.umtk.info



IITI - 1: Ako dodamo po 1 na svaki od ovih sabiraka, imamo:

x2+y2+1+y2+22+1+22+x2+1
2x%2+1 2y?+1 2z2+1

Sada vrijedi:

x2+y2+1+y2+22+1+zz+x2+1 slx24+y2+1 y2+2z241 z2+x2+1
2x%2+1 2y?+1 2z2+1 2x%+1 2y?+1 2z24+1 7
pa je dovoljno dokazati:

x2+y2+1 y2+2241 z2+x2+1
2x%+1 2y?+1 2z2+1

Ovo slijedi mnozenjem iz sljedecih nejedanakosti:

1 1 1 1
2 2 — 2 4 24 - > 24 24 =
x“+y +1 x+2+y +2_2\/(x +2>(y +2>,

1 1 1 1
2 2 — 2 3 24 - > 24— 24 =
ye+ze+1 y+2+z +2_2\/(y +2><Z +2),

1 1 1 1
2 2 — 2 4 24 - 24 24 -
zc+x+1 Z+2+x +2_2\/(z +2>(x +2>.
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1
I = 2, Povriina trougla ABC jednaka je EAB -AC -sina, gdje je @ = <BAC, a povriina

cetverougla AFEG jednaka je %AE -FG (Rako su, ocigledno, dijagonale AE i FG

okomite). Slijedi da je dovoljno dokazati da je

AB-AC -sina = AE - FG.
Trouglovi ACD i AEB suslicni (jer je <<CAD = <FEAB, kako je AD simetrala ugla kod
vrha 4, a «<ACD = <AEB, Rao periferijski uglovi nad istom tetivom 4B ). Odavde slijedi

AR _AD G AB-AC = AD-AE.
AE  AC
/
/
|.K
£
1A \\\\\\;_ ————— A

Kako je F'G = AD-sina (jer je FG tetiva kruznice sa pre¢nikom AD, nad kojom lezi

periferijski ugao <GAF = a ), to iz posljednje jednakosti sredivanjem dobijemo
AB-AC -sina = AE - FG,

§to je i trebalo dokazati.
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IITI - 3: Pretposatvimo suprotno, neka postoji prirodan broj n koji dijeli

broj 3"+ 1. Neka je p najmanji prosti djelioc broja n. Tada p|3™ + 1. Odnosno,
3" = —1 (mod p)
Sto implicira,
32" =1 (mod p).
Prema maloj Fermatovoj teoremi vrijedi:
3?71 =1 (mod p).
Sada kombinovanjem posljednja dva zakljucka imamo:
3NZ2b(2np=1) = 1 (mod p).

Prema pretpostavci broj p je najmanji prosti djelioc broja n, pa vrijedi
NZD(n, p—1)=1. Iz uslova zadatka imamo da je broj n neparan, a to implicira

da je broj p—1 paran.

Dakle, (2n, p—1)=2. Iz posljednjeg zakljuika slijedi da je 32 =1 (modp),

tj. p|8, Sto je nemogucée jer je p neparan prost broj.

http://lwww.umtk.info



IIT - 4. Neka je F skup svih zadatih tacaka, a neka je L skup svih pravih
koje prolaze kroz bar dvije tacke skupa F. 0d svih parova (4, 1), pri cemu
tacka P &1, odaberimo par (P, ly), takav da je tacka P, najbliZza pravoj [, pri

cemu je tacka Q podnozje normale iz tacke Py, na pravu I,.
Prava [, zadovljava uslove zadatka.

Pretpostavimo suportno, neka prava [, prolazi kroz tri tacke skupa F. Tada
dvije takve tacke leze sa iste strane tacke Q. Pretpostavimo da tacka P; lezi
izmedu tacaka Q i P, (pri cemu je moguée da se tacka P; poklapa sa tackom Q).
Sada je udaljenost tacke P; od prave [l;, koja prolazi kroz tacke P, i P, manja

od udaljenosti tacke P, od prave [l,, Sto je kontradikcija sa izborom para

(Po, lo)

http://lwww.umtk.info
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IV razred

1. Neka su za pozitivan realan broj a ispunjeni sljedec¢i uslovi:

1
=,
a
2<a’<3.
Izracunati vrijednost izraza
144
at? — —.
a
Napomena: Sa {a} je oznacen razlomljeni dio od a, tj. {a}=a—la], gdje je la] - najveli

cijeli broj koji nije veci od a.

2. Neka je n neparan prirodan broj veé¢i od 1. Dokazati da broj 3™+ 1 nije djeljiv sa
n.

3. U ravni su date nekolinearne tacke A, 4,, ... A,. Dokazati da postoji prava koja
prolazi kroz tacno dvije od ovih tacaka.

4. Neka su AA,, BBy i CC; visine trougla ABC, a A;A,, BB, i C;C, precnici kruznice 9
tacaka za trougao ABC. Dokazite da prave AA,, BB, i (CC, prolaze kroz jednu

zajednicku tacku.

Napomena: Neka su D, E, F sredista stranica, A4,, B;, C; podnozja visina trougla AABC, a X, Y,
Z srediSta segmenata AH, BH, CH, respektivno, pri cemu je H ortocentar trougla AABC. Ovih 9
tacaka 1lezi na kruznici koju zovemo kruznica 9 tacaka (Feuerbach-ova ili Eulerova

kruznica).

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.
Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta

SRETNO!

http://lwww.umtk.info



IV - 1: Iz uslova zadatka slijedi da je a>1, a odavde slijedi da je 0<<%‘<

1. Dakle, vrijedi:

{a?}=a% - 2.
Odavde imamo da a zadovoljava sljedecu jednadzbu:
1
—=a%-2
a
Odnosno,

(a+1)(@*—-a—-1)=0.

Jedini pozitivan korijen ove jednadzbe je a==1tjs

Sada koristec¢i Cinjenicu da je
a?=a+1
imamo
a®=a’+a=2a+1.
Sada kvadriranjem i jednakoScu,
a® =8a+5,
a'? = 144a + 89,
a'® = 233a + 144.
Odavde slijedi:

144 a® —144

12 = 233.

a

a
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IV - 2: Pretposatvimo suprotno, neka postoji prirodan broj n koji dijeli broj

3"+ 1. Neka je p najmanji prosti djelioc broja n. Tada p|3™ + 1. Odnosno,
3" = —1 (mod p)
Sto implicira,
32" =1 (mod p).
Prema maloj Fermatovoj teoremi vrijedi:
3?71 =1 (mod p).
Sada kombinovanjem posljednja dva zakljucka imamo:
3NZ2b(2np=1) = 1 (mod p).

Prema pretpostavci broj p je najmanji prosti djelioc broja n, pa vrijedi
NZD(n, p—1)=1. Iz uslova zadatka imamo da je broj n neparan, a to implicira

da je broj p—1 paran.

Dakle, (2n, p—1)=2. Iz posljednjeg zakljuika slijedi da je 32 =1 (modp),

tj. p|8, Sto je nemogucée jer je p neparan prost broj.

http://lwww.umtk.info



IV - 3. Neka je F skup svih zadatih tacaka, a neka je L skup svih pravih
koje prolaze kroz bar dvije tacke skupa F. 0d svih parova (4, 1), pri cemu
tacka P &1, odaberimo par (P, ly), takav da je tacka P, najbliZza pravoj [, pri

cemu je tacka Q podnozje normale iz tacke Py, na pravu I,.
Prava [, zadovljava uslove zadatka.

Pretpostavimo suportno, neka prava [, prolazi kroz tri tacke skupa F. Tada
dvije takve tacke leze sa iste strane tacke Q. Pretpostavimo da tacka P; lezi
izmedu tacaka Q i P, (pri cemu je moguée da se tacka P; poklapa sa tackom Q).
Sada je udaljenost tacke P; od prave [l;, koja prolazi kroz tacke P, i P, manja

od udaljenosti tacke P, od prave [l,, Sto je kontradikcija sa izborom para

(Po, lo)

http://lwww.umtk.info



IV - 4: Neka je H ortocentar trougla ABC, a E i M srediSta odsjecaka CH i

AB. Tada je cCetverougao C;MC,E pravougaonik. Imamo da vrijedi:

CGGM _ CM  C3C, GE MG,
C,E CM C,C EC EC’

Imamo da vrijedi:

CA
— =sinp, C_Al =sin(90° —y) = cosy = CH = 2Rcosy = EC = Rcosy,

MC, =EC, =CC; — CE = CA - sina — Rcosy = 2R - sina - sinf8 — R - cosy,
AB , . :
C,E =MC, = BM — B(C, =T—BC -cosf =R - (siny —2:sina-cosf) =R -sin(f — a).

Kombiniranjem posljednjih izraza i produzene proporcije, slijedi:

R-sin(B —a) - (2-sinf - sina —cosy) R-sin(f—a)-cos(f—a)
cosy h cosy '

C3M =

Odavde slijedi:

AC;  AM —MC;  sin2y +sin2(a — )  tg2a
C3B  C3M +MB  sin2y —sin2(a—f) tg2f

Analogno, koristeci slicne izraze za ostale stranice, imamo:

AC; BA3z (B3 tg2a tg2f tgly

. . = . 1.
C3B A3;C B3A tg2B tg2y tg2a

Time je tvrdnja dokazana.

http://lwww.umtk.info
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