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PREDGOVOR

Buduéi da na nasem trzistu skoro da i nema matematickih knjiga u kojima
se na sistematski nacin obraduju najvazniji dijelovi elementarne matematike koja
se izucava u srednjim Skolama, odlucili smo u tom smislu dati svoj doprinos i
napisati ovu knjigu, za koju moramo istaknuti da ima visestruku namjenu. Naime,
na nasem podneblju uglavnom prevladava udzbenicka literatura s matematickim
sadrzajima koji se uglavnom odnose ili na odredeni razred srednje skole ili na
odredenu specijalnu oblast elementarne matematike. Ova knjiga, medutim, obuh-
vata skoro sve najvaznije dijelove matematickog sadrzaja koji se izucava u sred-
njim gkolama kao i u okviru predmeta Elementarna algebra na prvoj godini studija
Matematike na Prirodno-matematickom fakultetu Univerziteta u Tuzli (te sliénim
predmetima studija Matematike na drugim Prirodno-matematickim fakultetima u
zemlji i inozemstvu). Dakle, knjiga je namijenjena kako studentima Matematike
tako i srednjoskolcima. Srednjoskolci je mogu vrlo uspjesno koristiti u pripremama
za redovnu ili dodatnu nastavu, za pripreme za razna matematicka natjecanja, ali
i u pripremanju za polaganje maturskog ispita, kao i prijemnih ispita na fakulte-
tima. Takoder, knjiga moze vrlo uspjesno posluziti i profesorima matematike u
davanju direktnih uputstava ucenicima i studentima. Zbog toga se nadamo da ¢e
ona predstavljati vrlo koristan prilog udzbenickoj literaturi iz elementarne matem-
atike.

U svojoj osnovnoj koncepciji knjiga je podijeljena u dva poglavlja:

1. Teorija i zadaci i
2. Rjesenja, upute i rezultati.

U prvom poglavlju se obraduje Sesnaest razli¢itih oblasti elementarne matem-
atike posebno odvojenih u sekcije, koje su koncipirane tako da na samom pocetku
sadrze najbitnije teoretske postavke uz bogatu ilustraciju primjerima razli¢itog
nivoa tezine (uklju¢ujuéi i nesto teze zadatke koji su ili bili na nekim matematickim
natjecanjima ili mogu posluziti u pripremama za natjecanja), a nakon toga slijedi
izbor zadataka za samostalan rad. Rjesenja, upute i rezultati zadataka za samosta-
lan rad dati su u drugom poglavlju. Smatramo da je ovakav pristup u rasporedu
razdvojenog pisanja zadataka i njihovih rjesenja dobar metodicki pristup, jer je na-
jbolje za rjesavatelje zadataka da pokusaju sto vise samostalno da rijese zadatak,
pa tek nakon vise pokusaja da eventualno pogledaju rjesenje, uputu ili rezultat.
Tako rjesavateljima zadataka preporuc¢ujemo da prvo dobro prouce kratke teorijske
osnove pojedinih oblasti, da prerade i dobro izanaliziraju uradene primjere, a tek
nakon toga pristupe izradi zadataka za samostalan rad, te da pri tome svoje rezul-
tate uporeduju s ponudenim rjesenjima u drugom poglavlju knjige kako bi tako
kontrolirali ispravnost svojih postupaka pri rjesavanju pojedinih zadataka. Na taj
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nacin oni ¢e se postepeno osposobljavati za samostalno rjesavanje kako standard-
nih, tako i tezih, problema iz elementarne matematike, a istovremeno &e usavrsavati
postupak za takvo rjesavanje. U okviru trinaeste sekcije prvog poglavlja sadrzan je
dodatak vezan za procentni ra¢un, oblast koja, iako dobro poznata jo§ od osnovne
skole, ipak zavrjeduje posebnu paznju, budué¢i da praksa pokazuje da ucenici ne-
dovoljno dobro vladaju ovom problematikom, a sve vise se zadaci iz ove oblasti
pojavljuju na prijemnim ispitima na pojedinim fakultetima.

Posebno mjesto u prvom poglavlju zauzima svaka od tri posljednje sekcije:
Testovi iz predmeta Elementarna algebra, Maturski ispiti i Prijemni ispiti na
Univerzitetu u Tuzli. U okviru prve od njih sadrzani su zadaci u toku posljednje tri
skolske godine sa testova iz predmeta Elementarna algebra na Odsjeku Matematika
Prirodno-matematickog fakulteta u Tuzli. Smatramo da ¢e ova sekcija, zajedno
sa svim drugim, umnogome pomod¢i studentima u pripremama za polaganje ispita
iz ovog predmeta. Istaknimo da predavanja iz ovog predmeta uglavnom prate
sadrzaj prethodnih sekcija prvog poglavlja knjige. Velika vrijednost ove knjige je
Sto sadrzi teorijsku analizu, kao i veci broj primjera, rjesavanja raznih jednadzbi i
nejednadzbi elementarne matematike s parametrima, problematiku koja se rijetko
susrete u matematickoj literaturi. U okviru devetnaeste sekcije nalaze se zadaci s
maturskih ispita iz predmeta Matematika, od trenutka (2006. god.) kada se ovaj
ispit utemeljuje kao jedinstven ispit za gimnazije na teritoriji Tuzlanskog kantona.
Na taj na¢in ucenicima se pruza izuzetna prilika da imaju potpuni pregled sa svih
dosadasnjih zajednickih maturskih ispita, ali da se, koriste¢i ovu knjigu u punom
kapacitetu, mogu vrlo uspjesno pripremati za sopstveni maturski ispit koji im
predstoji. Posljednja sekcija prvog poglavlja posvetena je zadacima s prijemnih
ispita na vecini fakulteta Tuzlanskog univerziteta u posljednjih nekoliko godina.

Iz podatka o broju upotrijebljenih stranica za svako od dva poglavlja knjige
moguce je uociti da ovdje nije rije¢ o klasi¢noj zbirci zadataka, ve¢ o mnogo sadrza-
jnijoj knjizi. Stoga se nadamo da ¢e knjiga u potpunosti ispuniti naga ocekivanja
i opravdati svoju vigestruku namjenu.

Recenzentima, prof. dr. Sefketu Arslanagi¢u i prof. dr. Hasanu Jamaku,
najiskrenije se zahvaljujemo na ulozenom trudu i korisnim savjetima koji su do-
prinijeli boljem izgledu ove knjige.

Svjesni ¢injenice da postoje i neki propusti u pisanju ove knjige, unaprijed se
zahvaljujemo svim pazljivim ¢itocima na argumentiranim primjedbama, koje mogu
poslati na mail adrese: mehmed.nurkanovic@Quntz.ba i zehra.nurkanovic@untz.ba.

Tuzla, decembar 2009. godine
Autori
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Poglavlje 1

Teorija i zadaci

1.1 Polinomi

Definicija 1.1.1 Funkcija oblika
P(x) = apz™+ an_12" 1+ .+ agx? + a1z + ag, (1.1)
(a; R, 1=0,1,2,....,m; a, #0, n €N, z € C)
naziva se polinomom n-tog stepena s jednom promjenljivom. Brojevi
a, t=0,1,...,n
nazivaju se koeficijentima polinoma, a izrazi a;x’ ¢lanovima polinoma.

Stepen polinoma P oznacavat ¢emo sa deg (P). Tako je u sluc¢aju polinoma
(1.1) deg (P) = n. U tom smislu polinomom nultog stepena smatrat éemo kon-
stantu razli¢itu od nule, tj. P = ag # 01ideg (P) = 0. S druge strane, iz odredenih
razloga, takozvanom nultom polinomu P = 0 ne pripisujemo odredeni stepen.

Napomenimo da se u nekim slucajevima mogu pojavljivati i polinomi s vise
promjenljivih, mada se oni uvijek mogu smatrati polinomima jedne promjenljive,
dok se ostale promjenljive shvataju kao parametri. Tako se, na primjer, polinom
5a2z3 — 2b%°x 4 3a*b, moze shvatiti kao polinom tre¢eg stepena po x, odnosno kao
polinom Cetvrtog stepena po a ili kao polinom petog stepena po b.

Sljedeci primjer moze biti od znacajne prakti¢ne pomo¢i pri rjesavanju nekih
problema o polinomima.

Primjer 1.1.1 a) Koeficijent ag, tzv. slobodni &lan, polinoma (1.1) jednak je
vrijednosti P (0) polinoma P za x =0, 1j.

ap = P (0). (1.2)

1
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b) Zbir svih koeficijenata polinoma (1.1) jednak je vrijednosti tog polinoma za
=1, .
a0+a1+a2+...+an:P(1). & (1.3)

Definicija 1.1.2 Dva polinoma, P i @, su identicki jednaka ako tmaju jednake
stepene i ako su im koeficijenti ¢lanova istog stepena jednaki medusobno, to jest
ako je

P(z) = apz™ + ... + a1z +ag, Q(x) = bya™ + ... + bz + bo

Ap = bn, ey a1 = bl, ag = bo.
Jednostavno se dokazuje sljedeta tvrdnja.

Teorem 1.1.1 Neka su P i Q polinomi, oba razli¢ita od nultog. Tada vrijedi

deg (PQ) = deg(P)+deg(Q),
deg (P + Q) < max{deg(P),deg(Q)}.

Zbog svoje iznimne vaznosti, posebno temo razmatrati pojam dijeljenja poli-
noma.

Definicija 1.1.3 Neka su M ¢ N polinomi, pri ¢emu je polinom N razlicit od
nultog (N #0). Ako postoji polinom Q takav da vrijedi M = N - Q, onda kazemo
da je polinom M djeljiv polinomom N, odnosno da je polinom N djelitelj ili faktor
(¢inilac) polinoma M. Pri tome polinom @ nazivamo kolicnikom pri dijeljenju
polinoma M polinomom N.

Prema prethodnoj definiciji, polinom 222 — 2 — 6 je djeljiv polinomom x — 2,
buduéi da je (z — 2) (2z + 3) = 22%2—2—6. Polinom 2x+3 je koli¢nik odgovarajuéeg
dijeljenja i pisemo: (2x2 —x— 6) s(x—2)=2z+3.

S druge strane, polinom 22 +4 nije djeljiv s  — 2. Naime, ako bi, prema gornjoj
definiciji, postojao polinom @, takav da vrijedi 22 + 4 = (z — 2) Q (), onda bi ta
jednakost morala da vrijedi za sve realne vrijednosti promjenljive x, §to o¢ito nije
tacno (npr. za x = 2 lijeva strana te jednakosti ima vrijednost 8, a desna 0).

Zbog toga temo uvesti pojam dijeljenja polinoma s ostatkom zasnovan na
sljedecem teoremu.

Teorem 1.1.2 Neka su M i N polinomz, pri cemu je polinom N razlicit on nultog
(N # 0). Tada postoje polinomi Q i R, koji su jednoznacno odredeni, tako da
vrijeds

M=NQ+R,
pri cemu je R =0 ili je deg (R) < deg (N).
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Polinom @ iz prethodnog teorema nazivamo koli¢nikom, a polinom R ostatkom
pri dijeljenju polinoma M polinomom N.

Ponekad je potrebno odrediti samo ostatak pri dijeljenju dvaju polinoma, pri
¢emu nas koli¢nik uopc¢e ne zanima. U slucaju dijeljenja linearnim binomom x — «
o tome govori sljede¢i tzv. Bezoutov teorem.

Teorem 1.1.3 (Bezout') Ostatak R pri dijeljenju polinoma P binomom x — «
(o € R) jednak je vrijednosti polinoma za x = a, tj. R = P (a).

Dokaz. Ostatak pri dijeljenju polinoma s x —« mora biti nula ili polinom stepena
manjeg od stepena binoma x — «, tj. stepena nula. Dakle, taj ostatak je u svakom
slucaju neki realan broj. Oznacimo ga sa r. Imamo

P(z)=(r-a)Q(z)+r,

za neki polinom (). Kako gornja jednakost vrijedi za sve realne vrijednosti prom-
jenljive z, to zamjenom = = « dobijamo P (o) = (@ —a)Q (z)+r=7. &

Posljedica 1.1.1 Polinom P djeljiv je linearnim binomom x — a ako i samo ako
je P(a) =0.

Primjer 1.1.2 a) Ispitati da li je polinom P = x® — 522 + 8z — 4 djeljiv s © — 2.
b) Rastaviti na proste faktore izraz (a — b)® + (b—¢)* + (¢ — a)®.

Rjesenge. a) Kako je P (2) = 0, prema posljedici Bezoutovog teorema, polinom
P je djeljiv s & — 2, pa vrijedi P = (z — 2) (z? — 3z +4) .

b) Dati polinom mozemo smatrati polinomom trec¢eg stepena po promjenljivoj
a, tj. P(a). Kako je P (b) = (b—b)> + (b—¢)® + (¢ — b)® = 0, zakljucujemo da je
dati izraz djeljiv s @ — b. S druge strane, dati izraz se moze smatrati i polinomom
tre¢eg stepena po promjenljivoj b, tj. P (b). Buduéi da je P (¢) = 0, zaklju¢ujemo
da je izraz djeljiv i s b — ¢. Analogno zaklju¢ujemo da je taj izraz djeljivis ¢ — a,
pa je djeljiv s (a — b) (b — ¢) (¢ — a), tj. vrijedi

(a—0°+(b-° +(c—a)P =m(a—b)(b-0c)(c—a),

gdje je m konstanta koju treba odrediti. Posljednja jednakost je zadovoljena za sve
realne vrijednosti za a, b i ¢, pa je dovoljno uzeti bilo koje, ali medusobno razlicite,
vrijednosti tih promjenljivih. Npr. za a = 0,b = 1, ¢ = 2, dobije se m = 3. Dakle,

(a—0>+b-—cP+(c—a)P=3a-0b)(b—c)(c—a). &

'Etienne Bézout (1730.-1783.), francuski matematicar

3
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Primjer 1.1.3 Odrediti vrijednost parametra k tako da izraz 3 + 13° + 23 — kxyz
bude djeljiv s x +y + 2.

Rjesenje. Dati izraz mozemo shvatiti kao polinom po z, tj.
P(x) =23+ 1%+ 2% — kayz.

S druge strane, izraz x + y + z mozemo smatrati linearnim binomom po z, tj.
r4+y+z=z—(—y—z) =x—q, gdje je « = —y — z. Prema posljedici Bezoutovog
teorema, treba da je P (a) = P (—y — z) =0, tj.

(—y =2+ + 22 —k(-y—2)yz=0,
odakle slijedi k = 3.
Primjer 1.1.4 Neki polinom pri dijeljenju s x — 1 daje ostatak 3, a pri dije-

lienju s © — 2 daje ostatak 4. Cemu je jednak ostatak pri dijeljenju tog polinoma s
(r—1)(z—2)7

Rjesenje. Primjenom Bezoutovog teorema imamo P (1) =31 P (2) = 4. Kako
je polinom (z — 1) (z — 2) stepena dva, onda je trazeni ostatak polinom najvise
prvog reda, tj. R(x) = ax + b, gdje su a i b nepoznati koeficijenti koje treba
odrediti. Imamo P (z) = (x — 1) (x —2) Q (z) + (ax +b). Uzimajuéi za z = 1 1i
x = 2, dobijamo a + b = 3,2a + b = 4, odakle je a = 1 i b = 2. Dakle, trazeni
ostatak jex +2. &

Rastavljanje polinoma na proste faktore (Einioce)

Da bi se uspjesno moglo pristupiti problemu rastavljanja polinoma na proste
faktore, neophodno je znati sljede¢a pravila:

a) Razlika kvadrata

2t =y’ =(z—y)(z+y). (1.4)
b) Razlika kubova
2 —yP = (z—y) (2® +ay +97). (1.5)
c) Zbir kubova
3 48 = (x+v) ($2—my—|—y2). (1.6)
d) Kvadrat zbira i razlike
(x£9)? = 2 + 20y + 4> (1.7)
e) Kub zbira i razlike
(z+y)® = 2 + 322y + 32y + 4°. (1.8)
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Primjer 1.1.5
a) 22 —4=2% 22 z—2)(x+2);

) (= 9)* — e+ 9 L (@~ y) ~ @4yl [@—y) + @+ y)] = oy
c) a* + 4b* = a* + 4a%b? + 4b* — 4a?? =

= (a2 +26%)% — (2ab)> " (0 + 262 — 2ab) (a® + 20 + 2ab) . &
Primjer 1.1.6
a)l— = (1—a)(1+a—|—a2);
b) ab — ::@a3_(@f<£>@2_w)@4+a%2+w)
a—"b)(a+b) [(a2 - b2)2 — azbﬂ -
(
(

(L4)

(
(L4

—
H\"’i
—

LY (a—b)(a+0b) (a* + ab+b?) (a® — ab+ b?);
¢) ab — 18 = ()2 — (1%)2 = (a3 mn&+m“ﬂww
=(a—0b)(a+b)(a®*+ab+b?) (a*> —ab+b*). &
Primjer 1.1.7
a) 99992 = (10000 — 1) 100002 — 2 - 10000 - 1 + 12 = 99980001;
b) (mp — ng)* + (np + mq)® =) m2p? — 2mnpq +n2q? +n2p? + 2mnpq + m*q*
— (m2p2 + m2q2) + (77,2(]2 + n2p2) — m2 (p2 + q2) + n2 (p2 + q2)
= (m*+n%) (P +¢*);
c) 4o — 622 + 9z = x (42% — 62+ 9) (g)w(2x—3)2. )

2 (g)

Posebno tesku klasu zadataka ¢ine problemi rastavljanja na proste faktore
kvadratnih trinoma koji nisu potpuni kvadrati. Pokazat ¢emo dva metoda u sluca-
jevima kada ih je moguée primijeniti.

Prvi metod se sastoji u tome da se srednji sabirak (¢lan trinoma koji je monom
prvog reda) napise u obliku zbira dva clana ¢iji je proizvod koeficijenata jednak
proizvodu koeficijenata prvog i treceg ¢lana kvadratnog trinoma. Naprimjer,

w2 —3r—-4 = 22+ (1-4or—4=24+2—4zx—4
= z(z+1)—4(xz+1)=(x+1)(z—4),
gdje smo srednji ¢lan napisali kao zbir dva ¢lana x i —4x, za ¢ije koeficijente vrijedi

(—1)-4=1-(—4).

Drugi metod je zasnovan na dopunjavanju do kvadrata binoma. Naprimjer,

2 2 2
25 (1.
2 -3 -4 = :[:2—2:6-2—1—(;) —(2) —4:<x—g> —15(1:4)

= <x—2—;) (x—g+g) =(z+1)(z-4).
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Opcenito to izgleda ovako. Neka je kvadratni trinom oblika az? + bz + ¢ (a # 0).
Tada imamo

9 ( b c>
ar*+br+c = alz*+-z+—-)=a
a a

b* — 4
Ukoliko je ~——==

kvadrata:

= p? za neko p € R, tada se moze primijeniti pravilo razlike

<x+g)2_p2]:a<x+g_p) (v 200).

Ovaj drugi metod je naizgled slozeniji od prvog metoda, ali je na neki na¢in uni-
verzalniji, budué¢i da se u prvom metodu zahtijeva ”pogadanje” rastavljanja sred-
njeg ¢lana na zbir dva nova, §to u tezim zadacima moze biti vrlo komplicirano.

ar’ +br+c=a

Primjer 1.1.8
a) 222 — xy — 6y = 222 + 32y — 4wy — 6y
=z 2z + 3y) — 2y 2z + 3y) = (22 + 3y) (v — 2y);

1 1\? 1
b)23:2—:1:y—6y2:2<x2—2a:y—3y2>:2 <m—4y> —16y2—3y2]

(-3~ ()]

=2(x —2y) <$+2y> =(xr—2y)(2xr+3y). &

(¢] (¢] ¢}

Zadaci za samostalan rad
Rastaviti na faktore (1-9):
1. a) 22+ 3z +2; b) 22 + 6z + 8; c) 2 + 12z + 35.

2. a) 22 —3x — 4 b) 2% — 7z — 30; c) 2a% — 6a — 20.
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3. a) 32227, b) 53yt —45xy?; ¢) 36(a+1)%—49a2.
4. a) (z—y—2)2—(z+y)% b) (a? —2a+1)? — (a®+3a —4)2.
5. a) 25a2 —20a+4; b) 1222 — 362 +27; c) a*b—4a3b? +4a%b3.
6. a) 1—8a; b) z3y3 + 2723; c) 8(a+1)3+27(a—3)3

7. a) a®?—b?>—c?*+2bc; b) —32%+62+9; c) (a®*+a+4)*+8a(a®+a+4)+15a%.
8. P +at+ a3+ 4+ 1
9. a) (z+ 1)(x+3)(x+5)(x+7)+15; b) (a+b+c)® — (a® + b3 +c3).

10. Na¢i najmanju vrijednost izraza:
(x — 1) (z —2)(x — 3)(z — 4) + 10.

Rastaviti na proste faktore (11-20):
11. (22 4 y2)3 + (22 — 22)3 — (42 + 22)°.
12, 23 +y3 + 23 — 3zyz.
13. 2% + 72® — 22 — 132 + 6.
14. 4229?22 +y) + 222 (2 — y) — 42222 (22 + 2).
15. (ab+ ac+ bc)(a+ b+ ¢) — abe.
16. a(b+ c)? +b(c+ a)? + c(a + b)? — 4abe.
17. (a+b+c)® —a® -0 — 3.
18. 2% +5z% 4 3z — 9.
19. y3(a — ) — 23(a — y) + a3(z — y).

20. z(y? — 22) + y(2? — 2?) + 2(a? — y?).
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Dokazati jednakosti:
a) 2+ay+ar+y)’+R-ayt+r—9y)?2=2x+2)2+2¢9%(z+ 1%

b)x(y+z—a)+ylz+x—y)?+z(z+y—2)
=(@+y+2) 4@ +y+2)(@+y° +2%) +4(2° + 7 + 27).

Odrediti a i b tako da polinom z* — 923 + 2122 + az + b bude djeljiv sa

2 —x—2.

Odrediti a i b tako da polinom z3 + ax? 4 bx — 5 bude djeljiv sa 2 + x + 1.
Rastaviti polinom x> + 422 + 6z + 4 po stepenima x + 1.
Rastaviti polinom 23 — 1222 4 272 — 19 po stepenima z — 2.

Nagéi zbir koeficijenata polinoma:
a) (%" — 522 + 10z — 5)* - (22 — 3)3 - (322 + 4)?,
b) (62° — 5zt + 423 — 322 + 1 — 2)19%, c) (2 -2z +2)35 . (22 — 5z + 3)18.

Naci uvjete pod kojima je izraz
A"t +ad™ L ta+t1

djeljiv izrazom
A" ad" L ta+1,

gdje su m i n prirodni brojevi.

Polinom agz™ +a12™ ' +... 4+ a,, s cijelim koeficijentima ag, a1, ..., a, djeljiv
je sa x — a, gdje je a cio broj. Dokazati da zbir svih njegovih koeficijenata
ima djelilac cijeli broj a — 1.
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1.2 Racionalne funkcije

Definicija 1.2.1 Funkcija f : R — R oblika
P(z)
Q(x)’

pri cemu su P(x) i Q(x) polinomi, zove se racionalnom funkcijom jedne prom-
jenljive.

fz) =

(Q(x) #0),

Vrlo Cesto se promatraju i racionalne funkcije s vise promjenljivih. Opéenito se sve
takve funkcije (i s jednom i s vige promjenljivih) nazivaju racionalnim algebarskim
izrazima. Npr.

92 1 2 2 2 4
x + ( )7 3xy + 2z a® — 3ab* + 5b (a0, b£0)

2x — 1 x#i T —y (@#v), a? + ab + b2

su racionalni algebarski izrazi.

Definicija 1.2.2 Neka su P i QQ nenulti polinomi. Za polinom R kaiemo da je
zajednicki sadrzalac polinoma P i Q) ako su oba ta polinoma njegovi djelitelji. Naj-
mangim zajednickim sadrzaocem (NZS) polinoma P i QQ nazivamo polinom
S koji je njihov zajednicki sadrzalac i koji je djelitelj bilo kojeg drugog sadriaoca
tih polinoma.

Na slican nacin se definira najmanji zajednicki sadrzalac za vise od dva poli-
noma.

Da bi se prakti¢no odredio NZS za polinome neophodno je te polinome prvo
rastaviti na proste faktore. U NZS se uzimaju svi faktori koji se pojavljuju u bilo
kojem od datih polinoma s najve¢im od odgovaraju¢ih stepena.

Primjer 1.2.1 Naéi NZS za sljedece polinome:
a) P(z) =23 +222 —2 -2, Q(v) = 22 + 22 — 3;
) 2z —1)(z+2)?% (@2 —2+1)°, 2z —13 (@ +4) (2 —2+1)%,
(22 —1)* (x — 6) (22 —z+1);
c)at — bt a® — b3, a® + b3, a® — b%, a® + b2

Rjesenje. a) Prvo izvrsimo rastavljanje datih polinoma na proste faktore:

Pz) = 2420 —2-2=2(@+2)—(z+2)=(z+2) (- 1) (z+1),
Qx) = 2°+2r-3=2>—2+3z-3=a(@x—-1)+3@x—-1)=(x—1)(z+3).

9
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Sada imamo
NZS(P,Q)=(z—1)(z+1)(x+2)(z+3).

b)) NZS = (20— 1> (2 +2) (:2 =2 +1)° (z +4) (z — 6)
¢) Kako je:

at bt = (a® —b%) (a® + V%) = (a —b) (a +Db) (a® +b?),
a®*—b = (a—b)(a®+ab+b%), a®+b* = (a+1b) (a® —ab+1?),
202 = (a—b)(a+D),

imamo NZS = (a —b) (a +b) (a® + V%) (a® + ab+b?) (a* —ab+b?). &

Kod racionalnih algebarskih izraza vazno je voditi ra¢una o definicionom po-
drugju, tj. skupu svih vrijednosti promjenljivih veli¢ina za koje je dati izraz defini-
ran. Tu se, prije svega, misli na slucaj kada imamo operaciju dijeljenja i kada svi
1 je definiran za x + 4 # 0,

nazivnici moraju biti razli¢iti od nule. Npr. izraz
x

. - 2a +b
tj. x # —4, dok je izraz
a —
mora voditi ra¢una pri izvodenju razli¢itih transformacija racionalnih izraza. Tako

(z+1)°

+1)°
jeva strana te jednakosti nema smisla za x = —1, iako desna ima. Prethodna se
jednakost moze promatrati i zdesna ulijevo. Uocavamo da i pri prosirivanju ra-
zlomka moramo voditi ra¢una da izraz kojim proSirujemo ne smije biti nula. Zbog
toga je na samom pocetku rjesavanja zadatka s racionalnim izrazima potrebno
odrediti definiciono podruéje i strogo voditi ra¢una o izrazima kojima prosirujemo
ili skracujemo razlomke. Takoder, uobic¢ajeno je voditi ra¢una o tome da se pri
transformacijama racionalnih algebarskih izraza nastoji krajnji rezultat napisati u

definiran kad je a # b. O toj ¢injenici se strogo

je jednakost = z + 1 taéna samo u slu¢aju kad je z # —1. Naime, li-

obliku neskrativog razlomka, to jest izraza oblika @, gdje polinomi P i () nemaju
zajednickih djelitelja.

Operacije s racionalnim funkcijama

Sabiranje i oduzimanje:

Pi(z) | P(z)  Pi(2)Q2(z) + Po(z)Q1 () N i
Q1(x) + Qa(z) Q1(2)Qa(z) , Qi(z) #0, Q2(x) #0.
Mnozenje:

Pi(z) Py(x)  Pi(z)- Py(x)
Q1(x) . O2(z) ~ Qi(z) - Qa(z)’ Q1(z) #0, Q2(x) #0.
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Dijeljenje:

Pi(z)  Py(z) _ Pi(x) - Qa(x)
Qi(z) " Q2(z) Qui(z) Pa(z)’

Dvojni razlomak:

Pl(l‘)
Qi(z)  Pi(z) Q= i
Py(z)  Qi(z) - Pa(z)’ (z) #0, Qa2(z) # 0, Po(z) #0
Q2(x)
Primjer 1.2.2 ( |
1 2 T —2)+2z 3 — 9
a);"‘m_gz z(z —2) :x($_2), zax #0,x#2.
1 1 !
b)a(a—b)(a—c)_b(c_b)(b_a)+c(c_a)(c_b)

“a(a—b)(c—a) blb—c)(a—b) c(c—a)(b—rc)

_ —be(b—c)—ac(c—a)—ab(a—b) —b*c+bc? —ac® + a*c — a®b + ab?

N abc(a—b)(b—c)(c—a) N abc(a —b)(b—c¢)(c—a)
—c*(a—b)+c(a® —b*) —ab(a— b)_(a—b)(—c2+ca—|—cb—ab)
abc(a—b)(b—c)(c—a abc(a—b)(b—c)(c—a)

_ (a—b)(b—rc)(c—a) :i
abc(a—b)(b—c)(c—a) abc’

zaa#b b#c,c#a,a#0,b#0,c#0.

)x2—y2 1 (x2 yzﬂ z—y [x2—y2 1 23— z—y
c I E = — :

~— | —~

xy r+y\y = x xy r+y xy T
@y @ty -(@-y (P ray+y?) @
zy (z +y) T -y
-y @2yt -2’ —ay—yP)  a
zy (z +y) T -y

_(@-yay @ @
_xy<gj—|—y) ;U_y_(.,L,_i_y),zal‘;é:l:y’w#o’y#o. &

11
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Primjer 1.2.3 Odrediti vrijednost izraza

1 1 1
+ +
l4+z+zy 14+y+yz 14242z

ako za realne brojeve x,y @ z vrijedi xyz = 1.

Rjesenje. Prvi razlomak prosirimo sa z, a drugi prvo sa z, pa onda sa z:

1 1 1

+ +
l4+z4+zy 1+y+yz 1+z+zzx
z x 1

+ +
z+zz4+2yz c4+axy+azyz l1+z24zx
z Tz 1
+ +
l+z4+zz (z+zy+1)z 1+z+4zz

z Tz 1

= + +
l+z4+22z x2z2z4+14+2z 14242z
1
_ zrzyl Y
14+z+2xz

Primjer 1.2.4 Ako je a® + b2 = (a+b — ¢)*> # 0,b # ¢, dokazati da tada vrijedi

2+ @a—c? a-c

2+ (b—c? b-c

Rjesenge. 1z a® + b* = (a4 b — ¢)* imamo:
a?+b? = (a—c)* +2b(a—c) + b?
odakle slijedi
A+ (a—c)?=2(a—c)?+2b(a—c)=2(a—c)(a—c+Db), (1.9)

odnosno
a?+ b =a?+2a(b—c)+ (b—c)?

odakle slijedi
P+b-—c)?=2ab—c)+20b—c)?=20b—-c)(a+b—c) (1.10)
Koristeci (1.9) i (1.10), dobijamo

a2+ (a—c)? 2@—c)(a—c+b) a—c

b2 + (b—c)? 2(b—c)(a+b—c) b—c

12
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(¢] (¢] e}

Zadaci za samostalan rad

U zadacima 1-28 izvrsiti naznacene operacije:

1. a) 2 4 1 b) 4o 9 2 3y
V29 @+3? B-o)? 6oy +9y2  da®+6zy 3y 2
2. a) 5 _3x—1+ 2z + 6 : ) a? — bx _3b—a+a+2m'

r—3 22—-9 9—6z 422 a?2—ab+br—axr 2a—2b 3a-—3z

?—y-2)" P-(a-2) P-(e—y)’

3. 5 5 3 5 3 5"
(x+2)" —y (x+y)” — =z (y+2)°—=
4 1 n 1 2 1
"a2-3a+2 a?2—-4 a?2—-a—-2 a3—-2a2—a+2’
5 x+y r—y n 2
a4 ay+y? w2 —ay+y? attayt 4yt
a 402 — a 1 z—3 1 3x + 222
6. : b - .
a)a—1+ 1—ad +a2—|—a—|—1’ )m2—|—3m+9+$—3 x3 — 27
- 1 n 1 n 2a n 4a3 n 8a” n 16a1®
“a—b a+b a?+b  at+bt @B+ alb 46
8 1 n 1 n 1 n 1 n 1
“ala+1) (a+D(a+2) (a+2)(a+3) (a+3)(a+4) (a+4)(a+5)
1 1 a® 4 2ab + b?
9. b — : .
2) (CH_ +a—i—b a—b) a? —b?

b) z+l z-1 ?+1\ a?+1
r—1 z+1 22-1) 22-1

13
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

T Y 2xy 4xy
— - 5|ty — .
r+y Yy—x T4—y T+y

3a _ 1 S x—a 3 =27
9—-3z—3a+axr a?2—9 3a2+9a 3a

2a n 4b b
a2 +2ab a2 —4b%2 ab-—2b2
) a? — 4> -2 '
a? — 4b?
T —3
w3y vy
ety (L 1y =
3:E+?J_3 1_|_£ 1Y r_Y
T —y x x Yy
1 Lo 1 2 (t—3)*+ 12t
2243t+2 244t+3 t24+5t+6 2 '
522 — 6z + 3 2
<2_x+4xz+w“);(zx+1+w>.
r—1 r—1
4a% — b2
2b+a_T a3b — 2a2b? + ab3
b3 + 2ab? — 3a2b a? — b2
2 2
1 x 1 1 (x —y)" +4ay
S+ (m-c+o)|
vox) P oy oz 149
x
a—c a® —c? 14— I+c\ c(l+c)—a
a2 +ac+c?2 a?b— be? a—c c ' be '
2 2
(a+x) _4] ) [(a—x) +4 (aﬁ_l‘ﬁ) ax
ax ax -
a—+x
(a2m—ax2)'{(a+x)2—ax] {(a—x)2+a:p} CHLa(iBm

14
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T n 1 z 1
8y3  4y? 8y3 4y 1 1

20. — _ .
22+ 2xy + 29?2 2% —2xy+2y? 4y (22 + 24?) + 4y? (22 — 2y?)

+4 3
(602 4+5a—14+22): (3a—2 .
21 <6a + 5a +a+1 3a +a+1

3 2 1 y?
22. — — : .
2r—y 2x+y 2x—5y) 4x2—y?

a b a+b b b2 a b
23. a) (b+a+2>< % _a+b>[<a_2b+a>(a+b+a—b>]7

b) Izracunati vrijednost datog izraza za a = 0,75,b = 15.

[ab (2% 4+ y?) + zy (a® + b%)] - [(ax + by)? — dabay

24.
ab (% — y?) + xy (a® — b?)
o5 3+ 42 + 10t +12 3 —3t2 + 8t
T —t242t4+16  t242t+6
06 at—a*—2a—1 a*+2a®—a-2
: 3_ 9,2 : 4 4
a’—2a°+1 145+
a a
2 2 2
T Y z
27' (x;éy,y;éz,z;éa:).

G2 W-2W-2 G-2(G-y

1 1 1 1
(oo o) e i}
28. Cc Cc a a .

(c—b)—s—%(a—c)—l—é(b—a)

@
be

15
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29. Ako je a + b+ ¢ = 0, dokazati da vrijedi

b
30. Neka je % = —. Dokazati da je tada
c

1 1 1
a2b2c2< —l—b3—|— >:a3+b3+c3.

31. Dokazati da, ako je a + x = 1, vrijedi

a r  2(z—a)
-1 ad—1 a222+3

32. Ako je a + b+ ¢ = 0, dokazati jednakost

a—b+b—c+c—a 2 N a? . b2 ~ dabe l—l-l—i-} 3
c2 a? b2 a—b b—c c¢c—a) a b ¢)

33. Odrediti A, B i C tako da za sve dozvoljene vrijednosti = vrijedi jednakost

245 A B C
3 - + 7 T :
z?=3x+2 x+2 (x-1) rz—1

34. Uprostiti izraz

.’133 y3 23
G- @-2 W-2W-2 G-2G-y

35. Ako je
x z a b ¢
b ¢ r Yy =z
dokazati da vrijedi
22 g2 2
-+ 5 +5=1

16
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IZVODI IZ RECENZIJA

".. Jezik kojim se autori koriste je pravi matematicki; korektan i jasan
uz uvaZavanje precizne moderne matematicke simbolike. Bilo mi je
pravo zadovoljstvo Citati ovaj rukopis ...
Buducu knjigu ovih autora ¢u sa zadovoljstvom preporuciti majim
buduc¢im studentima kao dio literature za spremanje ispita iz elemen-
tarne matematike kao i svima onima koji se budu pripremali za prijemne
ispite iz matematike na raznim fakultetima u Sarajevu i Sire, kao i za
razna matematicka takmicenja.”
Dr. sc. Sefket Arslanagi¢, vanr. profesor
Odsjek za matematiku PMF Sarajevo

".. Autori su ispoljili visok nivo poznavanja materije koja je predmet
rukopisa. Jezik kojim se autori koriste u rukopisu knjizevno i mate-
maticki je korektan. Matematicki simboli se upotrebljavaju korektno i
samo tamo gdje je pofrebno s matematickog stanovista.
... Imajuéi u vidu kompletan rukopis, smatram da ¢e on naci veliki broj
citatelja (korisnika) medu ucenicima srednjih $kola i njihovim nas-
tavnicima kao i studentima tehnickih fakulteta.”
Dr. sc. Hasan Jamak, vanr. profesor
QOdsjek za matematiku PMF Sarajevo
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