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Poglavlje 1

Osnovni principi

1.1 Definicija Laplaceove transformacije

Integralne transformacije predstavljaju veoma znacajan matematicki aparat koji
se uspjesno koristi za rjeSavanje vrlo raznovrsnih i brojnih problema u podruéjima
primijenjene matematike, matematicke fizike i inzinjerskih nauka. Klasi¢ne in-
tegralne transformacije su direktno ili indirektno vezane za analiticke funkcije i
koriste se teorijom analitickih funkcija.

Neka je f(t) funkcija-original, p = x + iy kompleksni parametar, a K (t,p)
funkcija promjenljive ¢ i parametra p. Promatrajmo integral koji je sam po sebi
neka funkcija parametra p :

b
F(p) = / K (t,p) e P f (1) dt. (11)

Ako integral na desnoj strani u (1.1) postoji, tada se funkcija F(p) naziva
slikom funkcije f(t), a sama operacija (1.1) prelaska od f(t) ka F(p) se naziva
integralnom transformacijom. Cesto se sama funkcija F(p) naziva integral-
nom transformacijom. Oblik transformacije i njen karakter ovisi o izboru granica
integriranja a i b, a takoder i o funkciji K (t,p), koja se naziva jezgrom trans-
formacije. U ovisnosti o jezgru u praksi je uvedeno nekoliko razli¢itih integralnih
transformacija, kao $to su: Fourierova, Laplaceova, Hankelova, Mellinova, Hilber-
tova, Stiltjesova, Legendreova, Jacobieva, Gegenbauerova, Laguerreova, Hermi-
teova, Radonova i malotalasna (wavelet).

1
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Ako u (1.1) stavimo a = 0,b = +o0, K(t,p) = 1, dobit ¢emo:

+oo

F(p) = / ePHf (1) dt. (1.2)

0

Operacija opisana jednakosc¢u (1.2), kad god integral (1.2) (koji je obi¢an Rieman-
nov integral) konvergira, tj. kad god grani¢na vrijednost

+o0 T
F(p)= [ePft)dt= lim [eP'f(t)dt
[ ]

postoji (kao konacan broj), naziva se Laplaceovom transformacijom. Nesvoj-
stveni integral u formuli (1.2) se naziva Laplaceovim integralom (operatorom).
Simbolicki se jednakost (1.2) zapisuje kao :

‘C{f}:F7 f(t)ZF(p), F(p) if@)? itd.

Izraz (1.2), dakle, ima smisla ako postoji nesvojstveni integral koji figurira u tom
izrazu. Zbog toga ¢e nas zanimati uvjeti egzistencije neodredenog integrala (1.2).
Zajedno s tim, ovi uvjeti odreduju oblast egzistencije transformacije F(p).

Primjer 1.1.1 Ako je f(t) =1 (t > 0), tada je

+oo
Lir@y = £i= [erma
0
T —pt t=1
= lim /e_ptdt: lim ¢
T—+00 T—+00 —P |+—o

0

e T 1
= lim ( + > .
T—+00 —p p

Uzmemo li da je p € R, onda je jasno da posljednji limes postoji ako je p > 0.
Dakle,

5{1}:; (p>0).

Isto tako, uzmemo li da je p kompleksna varijabla (p = x + iy ), dobili bismo

CL{y = ; (Re (p) > 0). (1.3)
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Naime, vrijedi

. e P e \67“”\ . e 7
N e R R oyl

za v = Re(p) > 0. &

U matematickom i tehnickom smislu domen od p je vrlo bitan. Medutim, u
prakti¢nom smislu, kada se rjesavaju diferencijalne jednadzbe metodom Laplaceove
transformacije, domen od p se rutinski ignorira.

Primjer 1.1.2 Koristeti se definicijom Laplaceove transformacije za funkciju

e O0<t<1)
f()_{ et (t>1)
400 1 +o0
LU = /e‘ptf(t)dt:/e_ptf(t)dt+ /e_ptf(t)dt

0 0 1
1

= /Qe_ptdt—i— lim [ efe Pldt
0

t=1 -t [T
+ hIJP 1
=0 T—+00 —p i1

2¢~P 2 e(1=p)T el—p
= — 4+ -+ lim —
1—p 1—0p

= - - + (Re(p) >1). )

Primjer 1.1.3 Odrediti Laplaceovu transformaciju funkcija e i e~9t.

Rjesenje. Za funkciju f(t) = e? imamo

o o ()t \ |" 1
ﬁ{eqt} = /epteqtdt: /e(qp)tdt: lim ¢ = ,
t—too \ g —Dp pP—q
0 0 0
odnosno,
" 1
L£{e"} = ——, Re(p) > Re(q). (1.4)

p—q
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U slucaju f(t) = e 4 je
1
L{e @l = ——  Re(p)+ Re(q) > 0. ) 1.5
() =L o) et (15)
Primjer 1.1.4 Odrediti £L{coswt} i L {sinwt} .

Rjesenje. Buduci da je

ezwt + e—zwt

t= ——
cos w 5 ,
imamo
L{coswt} = /e_pt coswtdt = 3 /e_pt (et + e ™) at
0 0
T T
= 1 lim /e(iw_p)tdt—l-l lim /e—(iw+p)tdt
27'4"‘1’00 T—+400
0 0
1 eliw—p)t i 1 e~ (iw+p)t T
= 7 lim - + — lim -
2r—to0 \ iw—p | | 2r=te0 \ = (iw+p)|
1 1 1 1 P
- 9 5" = R >0),
jer je
lim e(iw*p)T _ lim ‘ez’wq—‘ ‘equ—‘ — lim 1- ‘efp.,—‘
T——400 T——400 4o
I
T—+400 T—-+00
= lim e =0 (x =Re(p) >0).
T—+00
Kako je
wt efiwt
mwt= ———
sin w 5 ,
analogno se dobije
1 1 1 w
L{sinwt} = - - = Ri >0).
{sinwt} = - <p_iw p+iw> PN (Re (p) > 0) &



Poglavlje 2

Inverzna Laplaceova
transformacija

2.1 Pojam i osobine inverzne Laplaceove
transformacije

Do sada smo u vise navrata demonstrirali kako Laplaceovu transformaciju F (p)
od date funkcije f (¢) mozemo izrac¢unati neposrednom integracijom. Pogledajmo
sada inverzni problem, tj. kako mozemo, za datu Laplaceovu transformaciju F (p)
od nepoznate funkcije f (t), odrediti f (¢)? Ovo je u sustini vezano za iznalazenje
rjeSenja integralne jednadzbe

“+o00

[errwma=rw.

0

U ovom trenutku poprili¢no je tesko nositi se s problemom kao §to je ovaj. Medutim,
u jednostavnijim slucajevima moguce je neposredno, ili uz malo modificiranja, iz
Tabele Laplaceove transformacije proéitati odgovaraju¢u funkciju f (¢), odnosno
tzv. inverznu Laplaceovu transformaciju. Naime, ako je L{f(¢)} = F(p), onda
¢temo inverznu Laplaceovu transformaciju oznaciti sa

LTHF(p)} = f(1),  t>0,

koja preslikava Laplaceovu transformaciju funkcije nazad u originalnu funkciju.

Na primjer,
1 p
—1 _ —1 _
L {p}—l, L {M}—Cosat.
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Prirodno se postavlja pitanje: Da li postoji neka druga funkcija f(t) # cosat

p2+a2
transformacija jedinstvena.
U tom cilju, promatrajmo funkciju

cosat, t>0
g(t):{ 0 t=0.

za koju je [,*1{ L } = f(t)? Opcenitije, treba da znamo kada je inverzna

Tada je

L} = 5

jer funkcija koja se razlikuje u jednoj tacki (ili ¢ak u konaénom broju tacaka) nema
razli¢itu vrijednost Laplaceovog integrala, budué¢i da je to Riemannov integral.
Ovaj nam primjer pokazuje da £~ {F(p)} moze da bude vise od jedne funkcije,
pa cak i beskonatno mnogo funkcija, ako se promatraju funkcije s prekidima.
Srecom, taj se problem moze izbje¢i ako promatramo neprekidne funkcije.

Teorem 2.1.1 (Lerchov teorem) Razlitite neprekidne funkcije na [0, +00) imaju
razli¢ite Laplaceove transformacije.

Ovo znaci da ako ograni¢imo nase razmatranje na funkcije koje su neprekidne
na [0,4+00), tada je inverzna Laplaceova transformacija

L7HE(p)} = f(D),

jedinstvena. Upravo ¢emo se tako ponagati u daljem izlaganju, te ¢emo zbog toga

pisati
E_l{ 2i 2}:cosat, t>0.
p*+a

Buduéi da ¢e mnoge od funkcija kojima ¢emo se baviti biti rjesenja diferencijal-
nih jednadzbi, pa ¢e kao takve biti neprekidne, gornje prepostavke su potpuno
opravdane. Naravno, buduéi da orignial f (¢) moze biti po dijelovima neprekidna
funkcija, tom pitanju éemo se posebno posvetiti.

Prije toga, pokazimo da je £~! linearan operator. Naime, ako je

LWy =F() i L{g®)} =G (p),

odnosno
LHEP)Y=f@#) i L7HG@)}=9(),

tada, zbog linearnosti operatora L, vrijedi
Liaf (t)+bg ()} = al{f ()} +0L{g (t)} = aF (p) +bG (p),
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odakle slijedi
L7HaF (p) +bG (p)} = af (t) + bg (t) = aL™ {F(p)} + L {G(p)},
tj. £~ je zaista linearan operator.

Primjer 2.1.1 Koristeéi se osobinom linearnosti operatora L~ i Lerchovim teo-
remom, 1mamo

ﬁfl 1 _ 1 — let _ left
2(p—1) 2(p+1) 2¢ 72
= sinht, t>0. &

Napomena 2.1.1 Veé smo vidjeli da je jedna od vainih prakti¢nih osobina Lapla-
ceove trasformacije da se ona moze primjenjivati na prekidne funkcije. Zbog toga
se mora imati na umu da u opéenitom slucaju postoji vise funkcija koje imaju
istu Laplaceovu transformaciju, pa samim tim svaka od njih ima istu inverznu
Laplaceovu transformaciju. To proistice iz osobina Riemannovog integrala. Zbog
toga se jedinstvenost inverzne Laplaceove transformacije u optenitom smilu treba
shvatiti uw smislu izjave Teorema 1.8.5: ako je u poluravni Re(p) > a funkcija
F(p) slika dvaju originala fi(t) ¢ fo(t), onda su ti originali identicki
jednakt u tackama svoje neprekidnosti.

Uoc¢imo da ne mozemo uvijek inverznu Laplaceovu transformaciju odrediti
neposredno iz Tabele B Laplaceove transformacije, nego da je Gesto potrebno
prvo koristiti osobine iz Tabele A, a onda to kombinirati s podacima iz Tabele
B. Tlustrirat ¢emo to na nekoliko primjera, karakteristi¢nih za odredene osobine.
Napominjemo da su ovo sve jednostavnije situacije, dok ¢e o znatno slozZenijim
slu¢ajevima biti rije¢i nesto kasnije.

i) Teoremi translacije i osobine skaliranja

U ovom slucaju treba istaknuti da vrijedi

£t {F (g)} —af(at), t>0 (2.1)
LHF(p—a)}y=e"f(t), t>0 (2.2)

i opcenito
£t {e F(p)} =0c(t—a)f(t—a), t>0,a>0. (2.3)
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Poglavlje 3

Primjena Laplaceove
transformacije

Laplaceova transformacija ima jako veliku primjenu u prakti¢nim problemima,
posebno pri rjesavanju diferencijalnih jednadzbi (obi¢nih i parcijalnih), zatim inte-
gralnih, diferentnih, diferencijalno-diferentnih jednadzbi i pri izracunavanju nekih
odredenih integrala, koji se najceste ne mogu rijesiti standardnim metodima.

3.1 Linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim
koeficijentima

Neka nam je zadan Cauchyev problem, to jest diferencijalna jednadzba
Y™ (t) + a1y V() + agy™D (@) + ..+ any(t) = Q(t), (3.1)
uz uvjete
n— n—2 n— n—

y(0) =10, ¥'(0) =y, -,y 2O) =9,y DO) ="V (32)
Pretpostavimo da je trazena funkcija y(¢) original i neka je Y (p) njena slika, to
jest L{y(t)} =Y (p). Osim toga, neka je L{Q(t)} = R(p).

Prevedimo (primjenom Laplaceove transformacije) jednadzbu (3.1) iz prostora

originala u prostor slika. Primjenom teorema o diferenciranju originala i prim-
jenom formule (1.66), dobijamo:

c {y(”) (t)} =p"Y (p) — p" " 1y(0) — p" "2/ (0) — ... — y"1(0),
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odnosno, zbog (3.2),

£ {y(") (t)} =p"Y (p) — " Ly — " g — o~y
i analogno
L{ym D)} =p" Y () P Py - P -y,
n— n— n— n— n—3
L{ym2()} = p"2Y () — " Byo — " p — .~y (3:3)
L{y®)} =Y (p).
Buduéi da je L{Q(t)} = R(p), imamo:
Y(p) (p" +a1p™ ' +ap" P+ .. +ay)
—yo (P M+ arp" P+ ap" P+ +an1)
4o ("2 + ap" P+ agp" Tt + .+ an_s)
_y(()n—l)
= R(p). (3.4)

Jednadzba (3.4) se naziva transformiranom (operatorskom) jednadzbom Cauchy-
evog problema (3.1)-(3.2), koja je iz prostora originala, na taj nacin, presla u alge-
barsku jednadzbu (3.4), sa nepoznatom funkcijom Y (p) u prostoru slika. Pocetni
uvjeti (3.1) su u njoj automatski ukljuceni i to je jedna dodatna prednost rjesa-
vanja Cauchyevog problema (3.1)-(3.2) pomoc¢u Laplaceove transformacije. Ako
uvedemo oznaku

Pt ap" Tt ap" T 4 an = Palp),
jednadzba (3.4) moze napisati u obliku

Y (9)Pa(p) — Y0P 1(p) — thPa2(p) — ... — y" " = R(p).
Odavde slijedi

R Py 1(p) + Yo Paa(®) + ... + Y
Y(p) = () | yoPo1(p) + o Ln2(p) Yo (3.5)
Pu(p) Pn(p)
Odredivanjem originala prema slici (3.5), dobijamo rjesenje Cauchyevog problema.
v . v . s . o /) o (77,—1) o .
Uocimo da u specijalnom slucaju, kada je: yo = yp = ... =y, = 0, imamo da

jednadzba (3.4) ima oblik

Y(p) = (3.6)
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1
Uvedimo oznaku ) = P(p). Tada je Y(p) = P(p)R(p).
n\P

Ako je P(p) = L{G(t)}, onda zbog L{Q(t)} = R(p), imamo
Yp) = L{y()} = L{G®)} - L{Q()} = L{G(t) *Q(1)},

pa se trazeno rjeSenje izrazava pomocu konvolucije

y(t) = G(t) * Q). (3.7)

Primjer 3.1.1 Rijesiti diferencijalnu jednadzbu
y”—l—y:tg—{—Gt,
uz pocetne uvjete

y(0) =0,y'(0) = 0.

Rjesenje. Ako primijenimo Laplaceovu transformaciju na datu jednadzbu, do-
bijamo
L{y'}+L{yt=L{t’} +6L{t}.
Kako je

L{y" )} p*Y (p) — py(0) — v/ (0) = p°Y (p),
L{yt)} = Y(p),
6

£{Qt)} = c{}+6L{t}= ;’i + el

transformirana jednadzba izgleda ovako

p
odnosno,
6
Y(p) = A L{t’},
iz ¢ega neposredno dobijamo
yt)=t>. &

Napomena 3.1.1 Vrlo ¢esto se funkcija G(t), koju zovemo Greenovom funkci-

jom, moze odrediti pomotu funkcije P(p) = tako sto se funkcija P(p)

1
Pu(p)’
napise u obliku zbira parcijalnih razlomaka, kao Sto je slucaj u narednim primje-
rima.
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TABELA A

+oo

C{f(t)}=F(p) = / P (1) dt

af (at) F (g)
e f (t) F(p—a)
= {050 12 ey
f(®) pF (p) — £ (0)
f (@) P*F (p) = pf (0) = f'(0)
F (@) PUF (p) =" f(0) = = fTD(0)
—tf (t) F'(p)
£2f (1) " (p)
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TABELA B
+o0o
10 LU =Fw) = [
0
1. 1 1
D
2. t %
b
3. tn L'
pn+1
I'(a+1)
4. > patT a>0
5. eat 1
p—a
6. tneat (n + 1)'
(p a)nJrl
7. taeat a>—1 F(Oé—|—1)
’ (p—a)**
) a
8. sin at P
b
9. cosat Zm
10. ebt sin at a2
(p—0b)"+a?
11. ebt cos at P _Qb
(p—0b)*+a?
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TABELA C

Specijalne funkcije

+o0

1
FNa+1l)=al'(a), T(1)=1, T(n+1) F<2>:\/77,
2. Beta funkcija
+oo r r
B(m,n) = /xml (1—2)" tde = M, m,n > 0,
I'(m+n)
0
3. Besselova funkcija
" z? zt
Jp (@)= ———— 41— .
(z) 2nr(n+1){ 22n+2) 2420 +2) (201 4) }
4. Besselova funkcija reda nula
72 24 22n
@ =1-m+mp— _Z 22”n')
5. Modificirana Besselova funkcija
z" x? x?
I, (x) =i "J, (ix) = 1
(@) =i i2) = S { oot T2 a@mry @ty T
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RjesSenja zadataka

Sekcija 1.1
3 1 6 1 P
1. a) —, b) ——, c , d) — — ——,
)p2 )p—2 )p2+9 )p p?+1
1 p—1 1 w (1 + e*%p>
e , , —e P, h
+o00 1 +o0
2. Uputa: /t”eptdt > ep/t”dt + /t”eptdt, jer, ako je p > 0, onda
0 0 0

1
jee ™ >ePgzal <t <1 Al /t_”dt divergira, jer za n = 1 imamo

0
1 1
t=1
/t‘ldt = In |t||(1) = —00, a za n > 1 vrijedi /t_”dt = W 0T +00.
0 0

Sekcija 1.2

2. a) c1 f1+ caf2 je po dijelovima neprekidna funkcija eksponencijalnog poretka
7 = max{a, 5}.

b) f-g je po dijelovima neprekidna funkcija eksponencijalnog poretka o + 3.
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3. a) Funkcija je neprekidna na [0, +00), ali nije eksponencijalnog poretka.

b) Vidjeti Primjer 1.2.3.

Sekcija 1.3

1 3+ 2 16
Top?  p—2 p?2416

? — 2w? 2w? 4 —
2. a) %7 b) %7 ¢) . 310'
p(p? —4w?) p(p? — 4w?) 2 —4
too n 2n
(—1)" (wt) »
3. t = AV Sl Nn—_P
a) cosw nz:% @yl L{coswt} R
+00 n 2n+1
: (=1)" (wt) : w
b) sin wt = Z (2n n 1)' , E{Slnwt} = Zm
n=0
2w? p? + 2w?
4. L st 2 by = ——5—5v b) L 2 ty = —— .
a) {Sln w } p(p2+4w2) ) {COS w } p(p2+4w2)
Sekcija 1.4
2
1. a) 5 7 b) 6 T
(p—3)"+4 (p+2)
2e73P
2. =,
p
1 ) )
3. CL) ﬁ{t” Sinwt} = 277, [ﬁ {tnezwt} _ ﬁ{t”e*“’"t}] ’

. n! 1 1
LAt"sinwt} = % [(p— i) - (p+iw)"+1] .

b) L{t"coswt} = % [5 {tneiwt} +£{tne—iwt}] 7

n n! 1 1
LA{t" coswt} = 5} [(p—z'w)"“ + (p—I—iw)”H] :
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4. a) L{e¥sinh 2t} =F (p—3), gdjeje F(p)=L{sinhv2t};

2
(p—3)*-2
Sekcija 1.5
1. “ mp\
0 +w?) (1- )
9 1
. p (1 + eap) *
1 —e % —ape” P
ap? (1 — e2eP)
Sekcija 1.7
. d . d a 2ap
1. o) Litsinat} = =5 Lisinat} = =0 (p2 +a2> (@ +a2)?
p? — a2 2ap
3 C) o o\2°
(p? + a2) (p? —a?)
d) LGQ, ) Ma
(p? — a2) (p? + a?)
d2 d2 p 2p3 — 6a2p
) B _ _
¢) L{tFcosat} =5 5L {cosatt = 25 <p2 +a2> (P2 +ad)’
1 : ,
g) F(p) = L{sinatsinhat} = o [ﬁ {(elat - efmt) (eat - eiat) }] '
a 1 1
F(p) = ( 2 2 2 2) ’
2\(p—a)’+a (p+a)”+a
. d p—a pta
= L{tsinatsinhat} = ——F (p) =a -

dp ((p —a)?+ a2)2 ((p +a)? + a2)2

h) analogno zadatku pod g).
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