A. Zoli¢
O ELEMENTARNIM METODAMA RJESAVANJA
PROBLEMA EKSTREMNIH VRIJEDNOSTI FUNKCIJA

0. NalaZenje ekstremuma (maksimuma ili minimuma) zadatkcije u zadacima kako teorijskog
tako i prakténog karaktera spada, svakako, u grupu veoma&apmh zadataka matematike i njenih
primjena. Naime, metemaki modeli raznih pojava i procesa u prirodi su faifk jedne ili viSe
promjenljivih, a za rjeSavanje izvijesnog broja zaka povezanih s tim pojavama i procesima
potrebno je néd maksimum ili minimum tih funkcija. Metode nalajanekstremuma zavise od
osobina posmatrane funkcije, od oblasti u kojojtrege ekstremumi i, naravno, od matektiaig
aparata koji se koristi.

llustracije radi navedimo sljede zadatke.

Zadatak 1. Kap vode na dobro zagrijanoj podlozi tezi da pmpoblik lopte. ZaSto?

Radi se 0 minimalnoj povrsini tijela konstantne rzapine.

Zadatak 2. Trajektorija leta aviona iz grada A u grad B Kejudaljena km ima sljedéi oblik

s EIEON

gdje jev [km/h] brzina aviona & [km/h] brzina vjetra. Do koje najviSe visine se peay@&n?
RjeSenje je, naravno, max

Zadatak 3. U jednoj fabrici proizvode se Zenske i musSke majiagacitet fabrike je takav da se
moZe proizvesti 100 Zenskih ili 300 muskih majica dmevOdijeljenje za kontrolu kvaliteta
proizvoda dnevno moZe provjeriti i pustiti u prodajajvise 150 (bilo kojih) majica. Cijena Zenske
majice je dva puta ¥a od cijene muske majice. Kako treba napraviti plesizgodnje, tj. koliko
kojih majica treba proizvesti dnevno da bi fabrikeepbijedila maksimalnu dobit?

Ako sax ozn&imo broj zenskih a sg broj muskih majica, onda se zadatak svodi na nalazenje
maksimuma funkcijez= f (X, y) = 2x+y, maksimuma funkcije ciljaz= f (X, y)=2x+y, u oblasti
koja je odréena sistemom linearnih algebarskih nejéitma

3x+ y < 300,
X+y<150,
x=0, y=0

RjeSenje zadatka je,,,, = f (75, 75)= 2075 75 22.

Za rjeSavanje ovakvih i glih zadataka razvijene su i razvijaju se posebne maimatiscipline
kao Sto su teorija optimalnog upravljanja, matethatiprogramiranje — linearno i nelinearno i niz
drugih disciplina koje su povezane s ekstremnim vripstima.

1. Poznato je da je za nalaZzenje ekstremnih vrijednoskdija jedne ili viSe primjenljivih postoji
dosta opSta metoda zasnovana na pojmovima i teorijiediégalnog rauna. Pdimo, naime, od
definicije lokalnog ekstremuma neprekidne funkcije. Kdasu neprekidno diferencijabilnih funkcija
zadatak nalazenja ekstremnih vrijednosti funkcije sws® na sljed&u shemu: nalazenje izvoda
f'(x), rjeSavanje jedrigne f'(x) =0 ili nalazenje téaka u kojimaf '(x) nije definisan, utuivanje
znaka izvodaf '(x) u okolini nula izvodaf '(x) ili u okolini tataka nedefinisanosti izvod&'(x), ili
na shemu: nalazenjé'(x), rieSavanje jedri@ne f'(x) =0, nalazenje taka u kojimaf '(x) nije

definisano, nalazenjd (k) (X), k=2, znak f(k)(x) u nulama prvog izvoda, ...



lako je ovaj postupak dosta opSteg karaktera, oniimedostatke i ogradénja primjene. Prije
svega, poretpostavka da postbji(x) je jaka i ograniavajuta. Sta ako ne postofi '(X)? (A to nije
rijedak sl#aj!) Metoda je u tom sltaju neprimjenljiva. S druge strane, i kada je motothguwe
primijeniti, ona je toliko shematizovana i formalizma, da njen formalizam bitno osiromaSuje
logicko misljenje i zakljdivanje, veoma zn@mjnu karakteristiku matematike i matendktg
rezonovanja. Dalje, vrl@esto nije poznat anakki oblik funkcije f(xX) nego su poznate samo

tablicne vrijednosti f (%) funkcije f(x) u tatkamax O[a, b] , i=0,n. Dodajmo svemu ovome i

¢injenicu da u nastavi matematike na nizim stepenintazalyanja nemamo na raspolaganju aparat
diferencijalnog réuna.

2. Jasnho je da postoji velika potreba za metodama nataBésiremnih vrijednosti funkcija koje
ne pretpostavljaju poznavanje i mégost primjene diferencijalnog dana. Takve metode nazivamo
elementarnim metodama. Ovdje ¢emo dati nekoliko takvih, elementarnih metoda. Onesekad
slozenije, ali, Sire posmatrano, korisnije su zato Sto sésno cilj rjeSavanja problema ekstremuma,
vet i same ukazuju na raznovrsnost matethaty misljenja i zakljdgivanja obogéuju¢i matematiku
kulturu wenika i Siréi poglede na bogatstvo matematike i njenih primjét@nekad su te metode i
brze i ljepSe od opstih metoda. Dakle, treba ih posial punoj njihovoj raznovrsnosti praie
njihovu primjenu razliitim misaonim tokovima. Ne smiju se formalizovati jer bitom sléaju
izgubile svoj oshovni smisao. MoZe se slobodrid da je za rjeSavanje svakog posebnog zadatka o
ekstremnim vrijednostima funkcija potrebna posebnaod®etMetode su, zia veoma razlite, a
zajednika karakteristika je koré&nje raznih giglednih ili manje poznatih iderosti, nejednakosti,
raznih osobina elementarnih funkcija i tako daljeowe je zn&ajno to Sto se primjena elementarnih
metoda u sléaju ekstemnih vrijednosti funkcija viSe promjenljiile komplikuje.

2.1. Posmatrajmo kvadratnu funkcijfi(x) = ax® +bx+c, gdje su koeficijenta, b, ¢ realni brojevi
i pri tome jea# 0. ZapiSimo funkciju na slijedenain

_ b} 4ac-b?
f(x)=a| x+— | +
2a 4a

odnosno
f(x)=a(x—a)?+p.

4ac - b?
4a
sabirak. Lako se dokazuje sljédgeorema.

Ocigledno, drugi sabiral@ = ne zavisi odx; dakle, promjenonx mijenja se samo prvi

Teorema. Kvadratna funkcijaf (x) = ax® + bx+c, a# 0, ima ekstemnu vrijednost 2g = —23 i
a
to: ako je a<0, onda je M =maxf (x)= f(—zﬁjzﬁ , a ako je a>0, onda je
a

m=min f (x) = f(—zﬂqu Ako postoji maxf (x), onda ne postojmin f (x) i, obratno, ako
a

postoji min f (x), onda ne postojmaxf (x).



2
Dokaz. Zaista, zaa< 0 prvi sabiraka(x+2£j <0, gdje se znak jednakosti postize samo za
a

2
x0=—£, dakle, maxf (x)=f _b =B; zaa>0 prvi sabiraka x+£ >0, gdje se, opet,
2a 2a 2a

znak jednakosti postize samo xg= —2%1 , dakle,min f (x)= f (—Bj =B.

2a
Geometrijska interpretacija je sligde u tjemenu 4
b 4ac-b? y
T| —, parabolef(x)=ax2 +bx+c, a#0, tangenta
2a 4a
)
y:4ac b , fj. y=B je paralelna osi © a to zna& da —
4a y=B ‘ t
jednaina T(a, B)
ax2+bX+C:B, 0 X, = X, X »
odnosno

ax® +bx+c-B=0
ima dva realna i jednaka rjeSenja. Dakle, diskrania
D=b%-4a(c-B)=0,
odakle je

- b? - 4ac
4a '

-bF0

odnosno,xl 5= 1. X o=~

Z .
Primjer 1. Nati ekstremne vrijednosti funkcije

2
X“+x+1
f(X)=——.
) X2 —x+1
Treba odreditp (ako postoji) tako da jedima
X2 +x+1_
X2 —x+1

odnosno(L-B)x% + (L+B)x+ 1-B = 0 ima dvostruko rjedenje, t.
D =(1+B)* - 4(1-B)(1-B)= C,

odakle je [31:} i B=3. Dakle, ekstremne vrijednosti funkcije slu i 3; apscise ekstremnih
3 3

147
3

2(1-1j
3

Na kraju se zakljtuje: M =maxf (x)=f ()= 3i m=minf (x)= f(—l):%.

1+3

vrijednosti su: za3 -1 jex=- —2(1—3) =1.

=-1,zaB=3je x, =



Primjer 2. Nati ekstremne vrijednosti funkcije

X+1
X2 +1

f(x) ==

Na slcan n&in kao u prethodnom primjeru doijan{quzliﬁ, x1=—\/§—1i Xo =J2-1,

M =maxf x)=f (/2- 1}#, m=min f (x)= f (-2 - 1)_—[

2.2. Za rjeSavanja problema ekstremnih vrijednosti fujekmogu se, ponekad, uspjeSno iskoristiti
poznate nejednakosti. Tako, na primjer, moZemoriski KoSijevu nejednakost, nejednakost iztne
aritmetike i geometrijske sredine

Azt tota,

2”31@2“'a3=6v

n
& =20, a=0, ..,a,20, gdje znak jednakosti vazi ako i samo ak@jea, =---=a,.
Primjer 3. Nati minimum funkcije
F(x) = X2 +2
S+
Ccigledno je
X2 +1+1 1 1

X2 +1+ x> +1>0 i

f(X)=——7= ,
VX2 +1 VX2 +1 VX2 +1

Primjenom nejednakosth>G dobijamo

N x2+1[-lL=1,
2 X2 +1

1

a odavde jef (x) =v/x? +1+ >2.

X% +1

Znak jednakosti vazi ako i samo ako o +1=

! , odakle jexy =0. Zakljucujemo: zax, =0
VX +1
je minf(x)="f(0)= 2.

Primjer 4. Nati maksimum funkcije

2
f(x)=X7(a—x), a=const. i &x<a.

Ovdje imamo

3
Znak jednakosti vazi ako i samo ako%(e:—)z(za—x, . x= 23 , pajemaxf (x)= f(Zaj a

3 ) 27



Primjer 5. Na¢i minimum funkcije

(x+y+2)°

Xy z

Na osnovu KoSijeve nejednakosti dobijamo

Yy V Z 7. 2
X+2+2+54+54 5 2,3

2 2 3 3 3>6X(zj (5}
6 “\"\2) 3"

gdje znak jednakosti vazi ako i samo akmje% :g, pa je

X+ y+226/xy223
6 108 '

6 @6
%26_=432,
Xy“z 108

odnosno

dakle, min f (x,y,z)= 43z.
Primjer 6. Dokazati da su sve vrijednosti funkcije

(x+ y+ z+'[)10

F(x,y,zt)= , X>0,y>0,z>0,t>

223
, 1
vete od =[10°.
3
Primjenom KoSijeve nejednakosti dobijamo
x+X+X+E+E+E+£+£+£+£ 2, _\3/,\4
Xty+z+t _""2°2°3 3 3 4 4 4 4, X(zj (zj (1}
10 10 2)\ 3 4
. : L. . Ly _z_t .
gdje znak jednakosti vazi ako i samo akoqez 3T pa je

x+y+z+t>1a/xyzz3‘t4
10 —\ 27648

10 10 0
(x+y+z+t)® 10 10° 1 ®

odnosno

xy?z%* 27648 310 3

2.3. Primjenom nekih jednostavnih &iglednih jednakosti i identhosti mogie je n&i ekstremne
vrijednosti nekih funkcija. Takva je jednakost

F(x,y,z,..)=f(x,y,z,.}rg&kyz,..,

gdje je funkcijag(x, v, z, ...) konstantnog znaka, na primpel, za(x, Y, z,...)0D, O D, D je oblast
definisanosti jednakosti, a znak jednakosti vazinsku taku (X, Yo, Zg,...)JD;. Korist&i ovu
jednakost mogu se rjeSavati sljédépovi zadataka:



1) Ako je f(x,y,z,...)= const, n&i minF(X,y,z,...)za(x,y,z...)0D, i

2) Ako je F(X,Y, z,...)= consl, nai maxf (x,y,z,...za(x Y,z ...)0D;.

Naime, zbogg(x, Yy, z,...)2 0 imamo F(X vy,z,..)2f X,y,z,..., za (X, ¥,z,...)0D;, a znak
jednakosti vazi zgx, Yq. 2o, ...)U D, i tada jeg(Xy, Yo, Zg, ---)= O.

Primjer 7. Proizvod dva pozitivna brojaCy = p? = const Naéi min(x+y).

Koristedi ociglednu identénost

(x+y)? =4y + (x=y)?, x>0, y>0,
odnosno
(x+y)* =4p +(x—y)?
imamo
(x+y)>24p®.
Znak jednakosti vazi ako i samo akoxe y=0, daklex=y i min(x+y)=2p.
Primjer 8. Zbir dva pozitivna brojax+ y = 2s= const Na¢i max(x[y).

Koristeti istu identEnost u ovom sléaju imamo4s? > 4xy . Znak jednakosti vazi ako i samo ako

je x=y=si max(xy)=s>.

2.4. Ako je funkcija zadata jeddamom (formulom) y= f(x) koju moZemo rijesiti pox, tj.
mozemo néi inverznu funkcijux=g(y), onda nalaz@ oblast definisanosti funkcijex= g(y) nasli
smo oblast vrijednosti polazne funkcije= f(xX) . To nam omogéuje da jednostavno damo
ekstremne vrijednosti funkcijg = f (x) na odréenom odsjéku.

6X
1+x%°

Funkcija je definisana zallR. Zax=0je iy = 0. Neka jey# 0. Tada je

. 3+4/9-y?
y

Primjer 9. Nati maxy=M i miny=m, ako jey =

=g(y).

Oblast definisanosti funkcijeg(y) nalazimo iz nejednakosﬂ)—yzzo. Oblast definisanosti

funkcije g(y) je segment —3 y < 3. Dakle, oblast vrijednosti funkcijg je —3<y < 3. Prema tome,
M=3im=-3.

3. Veoma je zn&jno ako se jedan isti zadatak uradi na vi&énaa To obogéuje nastavni proces.

Metode je mogée porediti, a raznovrsnost matenilatig rasdivanja i zakljiivanja dolazi do punog
izrazaja.

Primjer 10. Odrediti dimenzije pravougaone parcele povr&fAdako da bi cijena ograde bila
minimalna.

Dakle, treba odrediti dimenzije pravougaonika f'ﬂs(spovréineP:a2 tako da bi obimO bio

2 2
najmanji. Ako jex duZina jedna stranice, ondafe= a2 = xETal— i duZina druge stranice }3—. Obim
X X

je



O(x)=0= 2[x+a—2}
X

Izratunajmo minO(X) na nekoliko n&na.

a2

I - O'(x)=2(1——2J, O<x<o . Nule prvog izvoda s =a i X, =—a. Zbog prirode zadatka
X
odbacuje sex, =-a. Budui da je O'(a-h)<0 a O'(a+h)>0, to je minO(x)=0(a)=4a,

x[1(0,). Dakle, radi se o kvadratu.

2 2
- 1z0(x) = 2(x+a—J = Z(J_—ij + 4a> 4a dobijamo da se postizminO(x)=0(a) = 4a
X

Jx

2

a

za| JVx-—=| =0, odnosnx = a.
( \/;j

Il - Neka je x duzina jedna g —x duzina druge stranicep:%. Tada jea2 =x(p-—x) ili

x? - px+a®=0. Napisemo li ovu jedrinu u obliku (x—a)? + x(2a— p) =0, imatemo 2a- p<0,
ti. p=2a. Dakle,p = 2a je najmanja vrijednost, odnosminO(x) =0(a) = 4a.

IV — Neka sux i y stranice pravougaonika. Tadaxyey = aZ . Iskoristimo i a@igledan identitet
(x+Y)? = (x-y)? +4xy = (x—y)* +4a?,

imacemo (x + y)2 >4a”, a znak jednakosti vazi ako i samo akoxjey =0, tj. x=y=a. Dakle,
minO(x)=0(a)=4a.

V — Neka suxi y stranice pravougaonika. TadaXéy:az. Pretpostavimo da je=y, recimo
x=a+b, b>0. Tada je

a? _a’-b?
> =

> a-b.
a+b a+b

y=—=
X

Zn&i, x+y=(at+b)+(a-b)=2atj. x+y=2a. Ako je x=y, onda jex+y=2a Sada iz
X+y=2a 0 x+y=2a zakljuwujemo da jex =y = a. Dakle, minO(x) =0O(a) = 4a.
a2
VI — Iz uslova da jedngna 2| x+— |=f, odnosno2x? —Bx+ 2a% = 0, ima dvostruko rjesenje
X

D =p? -16a = 0, dobijamop = 4a . Dakle, minO(x)=0O(a) = 4a.

4. Zadatke treba vezivati za konkretne situacije iakexlnevnog Zivota i prakse. Na taj¢ima
dolazi do izraZaja povezanost matematike sa stgaung@a se intereséenika sigurno povava. U
tom smislu posmatrajmo sljegkedva primjera.

Primjer 11. Na¢i ekstremnu vrijednost funkcij&(x) = —(2+gj X2 + 2px, p = const

2 2
Kako je S(x) =- 2+ x—ﬁ + 2p , to na osnovu poznatih osobina kvadratne funkcije
2 4+T1 4+ 1T

zakljucujemo



2
maxsS (x)= S(ﬁj :ZL_
4+11) 44T

Primjer 12. Prozorsko okno ima oblik pravougaonika koji se zginzavrSava polukrugom. Ako
je obim okna fiksiran i jednakp? odrediti njegove dimenzije tako da bi propuStadvecu koli¢inu
svjetlosti.

Okno ¢e propustati najual koli¢inu svjetlosti kada je njegova povrSina ndpe Ozngimo
njegovu Sirinu sax, a visinu do polukrugg. Tada je njegova povrsima

™
S:2xy+—2 , X+ 2+ TX=2p.
Eliminacijomy dobijamo

S(x) = —[2+gj X2 + 2pX.

Dalju tok rjeSavanja je kao u prethodnom primjeru.

Uporativanjem ova dva primjera zakljujemo da se radi o nalazenju maksimuma jedne iste
funkcije, ali situacija u drugom primjeru je praktog karaktera, dakle, svakodnevna.

Ograntavajiti se na odréene tipove elementarnih problema, prepuStaiitaocu da se iz
odgovarajde literature (strénih ¢asopisa, zbirki zadataka i drugih knjiga) upoznaai drugim
metodama rjeSavanja takvih problema.



