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Poglavlje 1

Iracionalne jednadzbe

Praksa pokazuje da su iracionalne jednadzbe najkompliciranije od svih jednadzbi
elementarne algebre. Naime, razlog za to je nepostojanje opéeg postupka za nji-
hovo rjesavanje. Tako je moguce rijesiti samo neke jednostavne tipove iracional-
nih jednadzbi, dok je pokusaj bilo kakve klasifikacije tih jednadzbi prema nac¢inu
rjeSavanja relativno vrlo slozen. Zbog toga ¢emo ovdje posebnu paznju posvetiti
problemu rjesavanja tih jednadzbi.

Definicija 1 Jednadzba u kojoj se nepoznanica javlja i pod korijenom naziva se
tractonalnom jednadzbom.

Korijen se u tom slu¢aju uzima samo kao aritmeticki.

Osnovni metod za rjeSavanje iracionalnih jednadzbi je metod eliminacije ko-
rijena. Taj metod se sastoji u tome da se jednadzba algebarskim transforma-
cijama (prije svega stepenovanjem) svede na jednadzbu u kojoj se nepoznanice
ne pojavljuju pod znakom korijena. Medutim, stepenovanje ne dovodi uvijek do
ekvivalentne jednadzbe, ve¢ do jednadzbe koja je samo posljedica polazne.

Primjer 1 a) Jednadzba \/xr = —1 nema rjesenja (u skupu realnih brojeva), ali

se nakon kvadriranja dobije x = 1.
b)Vri=z-2=2=2-4da+4=22-5r+4=0= (x=1Va=4).

Provjerom ustanovimo da x = 1 nije rjesenje polazne jednadzbe, veé samo x = 4.

a) Iracionalne jednadzbe s neparnim korijenima

Pri rjesavanju ovakvih jednadzbi (da bismo se ”oslobodili” korijena) koristimo
se sljedeé¢im teoremom:
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Teorem 1 Jednadzbe

fl@)=g(x) @ ["(z)=g"(x)
su ekvivalentne za neparan brojn (n € N).

Kada se radi s iracionalnim jednadzbama s tre¢im korijenima ili korijenima
viseg reda, postupak racionalizacije (tj. oslobadanja od korijena) obi¢no dovodi
vrlo slozenih jednadzbi. Zbog toga se one ¢esto rjeSavaju odredenim smjenama ili
nekim drugim ’trikovima’. Sljedeca dva primjera to dobro ilustriraju, ali i pokazuju
da se procesom racionalizacije ne dobija uvijek niz ekvivalentnih jednadzbi.

Primjer 2 Rujesiti jednadzbu

V3—z+ V6+z=3. (1.1)

Rjesenje. Definiciono podrucje ovdje je cio skup realnih brojeva. Koristeci
identitet
(a+b)* = a® + 3ab (a + b) + b, (1.2)

nakon stepenovanja date jednadzbe s tri, dobijamo

(11) & 3-2+3YB-2)6+2)(V3—2+V6+x)+6+z=27

(1.1)

& VB-2)(6+1)=2B3—12)(6+2)=2
s 2 +32-10=0& (z=2Vr=-5).

Buduéi da smo u prvom koraku izvr§ili zamjenu zbira dva kubna korijena brojem
3 (prema(1.1)), obavezno treba izvrsiti provjeru dobijenih vrijednosti za z, tj. da
li zadovoljavaju polaznu jednadzbu. Ovdje je to zadovoljeno. &

Primjer 3 Rijesiti jednadzbu

Vr+1+V3z+1= Vo —1. (1.3)

Rjesenje. Analogno prethodnom primjeru, imamo

(13) & z+1+43Y(e+1)Br+)(Vo+1+V3r+1)+3z+1=2-1

(153) 371

4

3/(x+1)Br+1)(z—1) =3z -3
(22 -1)Ba+1)=—(z+1)°
?(z+1)=0&(z=0Vr=—1).

T 0

2
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Neposrednim uvrStavanjem ovih vrijednosti u datu jednadzbu zaklju¢ujemo da
je samo x = —1 njeno rjeSenje. Postavlja se pitanje: u ¢emu se razlikuju ove
dvije jednadzbe, bolje re¢eno u ¢emu je razlika u rjeSavanju tih jednadzbi kada
je koristen isti metod? Odgovor je zasnovan na ¢injenici da smo u prvom slucaju
opdi izraz predstavljen lijevom stranom jednadzbe zamijenili brojem, a u drugom
ponovo novim izrazom (uocite da je u drugom koraku ovog primjera stavljen znak
'="a ne znak ekvivalencije <”, te nismo dobili niz ekvivalentnih jednadzbi). &

b) Iracionalne jednadzZbe s parnim korijenima

U slu¢aju iracionalne jednadzbe u kojoj se pojavljuju parni korijeni treba voditi
racuna o definicionom podrucju te jednadzbe, to jest o skupu dopustivih vrijednosti
nepoznanice za koje su nenegativne sve potkorjene veli¢ine parnih korjenova. O
tome nam govori sljedeéi teorem.

Teorem 2 Za paran broj n jednadzbe
fle)=g(z) i [f(z)=g"(x)

su ekvivalentne u oblasti u kojoj je

il

Specijalno,

f(@) = glz) & { flz) = gf(x%

g(w) >

Izraz f(x) pod korijenom treba da je nenegativan (tj. f(x) > 0), Sto je automatski
zadovoljeno, jer je

f(x) = g*(x) > 0.
Primjer 4 Rijesiti jednadzbu x +1 = x + 7.
Rjesenje. Prema prethodnom teoremu imamo

sl = x+7<:>((x+1)2:x+7m+1>o)
& [(z=2Ve=-3)Az>-1l]szr=2. &

Primjer 5 Rijesiti jednadzbu

V2r+1+4++Vx—3=4.
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Rjesenje. DP: 2x+1>20Az—-32>20)< x> 3
Buduéi da je lijeva strana date nejednadzbe nenegativna, ona se smije kvadri-
rati, naravno za one vrijednosti nepoznanice koje zadoviljavaju DP. Dakle, data
njednadzba je, uz uvjet DP, ekvivalentna sa

20 +1+x—-3+2/2r+1)(z—-3) = 16<2/2z+1)(x—3)=18 -3z
18—32>0
< {4(2x+1)(az—3):(18—3:1:)2

Prema tome, data nejednadzba je ekvivalentna sa
(r=4Ve=84Nx>23Nx<6)=z=4 &

Istaknimo da su posebno komplicirane iracionalne jednadzbe s parametrima.
Tlustrira¢emo to sljedeéim primjerima.

Primjer 6 Diskutirati rjesenje jednadzbe

Vaz—p+2ya?—-1=z, (1.4)

gdje je p realni parametar.

Rjesenje. DP:x?> —p>0 A 22 —1 > 0, pa razlikujemo sljedeée slucajeve
i)p<1= DP: z € (—oc0,—1]U[l,+00),
i) p>1= DP:x¢€ <—oo,—\/]3] U [\/ﬁ,+oo>

No, uoc¢imo sljede¢e: L > 0 = D = x > 0 (L oznacava lijevu stranu, a D desnu
stranu date jednadzbe), pa zbog toga i zbog D P u obzir dolaze sljedeée vrijednosti
za T :

p < 1= ze€][l,+0),
p > l=ze€[/p+0).

Uz uvjete (1.5) ili (1.6) imamo:

(14) & 22 —p+da? —4+4/(22—p) (a2 —1) =22
& 4/(22—p) (22— 1) =p+4 — 42? (1.7)

Desna strana posljednje jednadzbe (1.7) mora biti nenegativna, to jest mora biti

x2<2i4.

: (1.8)
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Uz uvjete (1.8) i (1.5) imamo

(1L7) & 16(z® —p) (2* —1) =p*> +8p+16 — 8 (p +4) 2° + 162"

(p—4)*
8(2—p)’

odakle neposredno slijedi da mora biti p < 2. Provjerimo sada uvjet (1.5):

& 82-pal=@p-4)>?es’=

2
2 < p+4  (p—4) <p+4
4 8(2—p) 4

4
e [0,].
= veog]

4
Zbog toga preostaje provjeriti jos samo uvjete (1.5) 1 (1.6) za p € {O, 3] :

= 3p2 —4p <0

(p—4)°

p < 1= (222122
< 8(2-p)

>1<:>p2>0>,

4 —4)?
p € <1,3] = <x2>p<:>(p;>p<:>(3p—4)2>0>,

§to je zadovoljeno.

4— 4
Rezultat: 7 = — 2 zap € {O, ] 3
2./2(2 - p) 3

Primjer 7 Diskutirati rjesenje jednadzbe
vVr—2=z+a

u ovisnosti o realnom parametru a.

Rjesenje. Jasno je da treba biti x > 2 i x > —a. Razlikujemo dva slucaja:

—a<2,tj.a>-2: x2=2

—az22,tj.a<-2: x2=-—a.

Uz te uvjete data jednadzba je ekvivalentna sa

-2 = 2’4 2m+dd e’ +20-1)az+a>+2=0
1
& xi:§(1—2aim).

5

(1.9)

(1.10)
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Odavdje slijedi da data jednadzba nema rjesenja kada je —4a — 7 < 0, to jest kada

jea> vk U slucaju kada je a = T polazna jednadzba ima rjeSenje = = T U

7
preostalom slucaju, kada je a < —-, imamo da je zo € R. Treba vidjeti samo

kada te vrijednosti zadovoljavaju uvjete (1.9) i (1.10).
7
)ae (-2
poc(21)
U ovom slucaju imamo

Ty 22 V—-4a—-T723a+ 2,

Sto je za sve promatrane vrijednosti od a zadovoljeno (naime, 3a + 2 < 0, za sve

7
a € <—2, —4>), pa je x4 rjeSenje date jednadzbe. Takoder,

T.>26 -30—-2>vV-4a—7< (a+4)*>0

(jerje —3a—2<0za a€<—2,—1>),

§to je uvijek zadovoljeno, pa je i _ rjesenje.

ii) a € (—o0, —2)
U ovom slu¢aju imamo

aj+>—a<:>1+m>0,
Sto je ocito uvijek zadovoljeno, pa je z rjesenje date jednadzbe. Takoder,
r_Z2—asS12vV—4da—-TSa> -2,
Sto nije tacno, pa x_ nije rjeSenje.

Rezime:
1. za a € (—oo, —2] jednadzba ima jedinstveno rjesenje x4 =

(1-2a++—4a—7);

1—2a++/—4a—"7.
D) )

7 1
2. zaa € <—2, —4> jednadzba ima dva rjeSenja x4+ = 3

7
3. zaa € <—4, +oo> jednadzba nema rjeSenja. &

Veé smo ranije napomenuli da se iracionalne jednadzbe s tre¢im, cetvrtim
itd. korijenima vrlo ¢esto rjeSsavaju odredenim smjenama. Sljedeéi primjer nam
pokazuje kako se u odredenim situacijama dobro odabranim smjenama iracionalna
jednadzba moze efikasno rijesiti.
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Primjer 8 Rijesiti jednadzbu

VAT — 22 + /35 + 2 = 4.

35 47
Rjesenje. DP :x € [—2, 2} . Uvedimo smjene: u = v/47 — 2x,v = v/35 + 2.
Tako dobijamo sljededi sistem jednadzbi
w40t = 82,
u+v = 4.

Transformacijom lijeve strane prve jednadzbe, te uvodenjem smjene t = uwv, dobi-
jamo

ut +0t = (P 02)2 —2ut? = [(u + )% — 2w g 2u?v?
= (16 — 2t)* — 212,
odnosno dobijamo kvadratnu jednadzbu
t2 — 32t 4+ 87 =0,

s rjeSenjima t1 = 3,ty = 29.
Na taj nacin dobijamo sljede¢a dva sistema jednadzbi

{u+v:4, ; {u+v=4,

uy = 3, uv = 29.
Rjesenja prvog sistema su uredeni parovi (1, 3) i (3, 1), odakle slijedi z1 = —17, 29 =

23. Drugi sistem nema realnih rjeSenja. Uoc¢imo da oba rjesenja pripadaju defini-
cionom podrucju date jednadzbe, tako da su to ujedno njena rjeSenja. o

(¢] (¢] (¢]

Zadaci za samostalan rad

Rijesiti sljedeée jednadzbe:

1. Jx+45— v —16 = 1.

2. Yr+ 22 —-3=Y12(z - 1).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. 2x 4+ 17— 22 — 37 =6.

. V422 + 10 + 4+ V222 — 52 — 3= 2z + 1.

Lr—VvV2—x—1=1.
€/x+3 +§/5x—|—2_13
5x + 2 z+3 6

§/16£L' Jri/x_l_
x—1 16z

. z++1—15x = 3.

DN | Ot

a) Vr+2+x+7=05, b) Vr+4+Vr+11=71.

V2zx+14—x+5=x —T.

Va2 + 4z + 8+ Va2 + 4z + 4 = /2(22 + 4x + 6).

x+\/x2—1+33—\/:n2—1_

= 34.
r—vVa?-1 z+Vz?2-1

1

VaZrl-Va?12=1——.
Va2 +1

Vo +vVe—yr— Vo=

§ T
2\ z+x’

V322 4+ 52 —8—V322+5x+1=1.

a) VIT—z+ Yx =5, b) V629 —z+ VJTT+x=28.

Diskutirati rjeSenja sljede¢ih jednadzbi u ovisnosti o parametru a € R :
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17. \/2*$:*§+a.
18. Ve +vz -z —r=(a+1) :U—i—l‘\/f'

19. V1+Vz+V/1-Vz=a.

20. Va+z++a—z=u1.
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Poglavlje 2

Iracionalne nejednadzbe

Definicija 2 Nejednadzba u kojoj se nepoznanica nalazi i pod korijenom zove se
tractonalna nejednadzba.

Problematika rjeSavanja iracionalnih nejednadzbi sli¢na je problematici rjeSavanja
iracionalnih jednadzbi. Zbog toga su i metodi za njihovo rjeSavanje dosta sli¢ni,
ali ima i bitnih razlika o kojima itekako valja voditi ra¢una. Tu se prije svega misli
na poteskoée koje se javljaju kao rezulltat mnozenja nejenadzbe negativnim bro-
jem, Sto prouzrokuje promjenu smisla nejednakosti. Narocito je opasno izvoditi
neoprezno i nekriticki mnozenje nejednadzbe brojnim izrazom u kojem figurira
nepoznanica. Zato se preporucuje da se to nikad i ne radi, osim u slucaju kada
za brojni izraz znamo da je pozitivan ili negativan za sve dozvoljene vrijednosti
nepoznanice. S druge strane, posebnu paznju moramo posvetiti i kvadriranju date
nejednadzbe u cilju oslobadanja od kvadratnog korijena. To se smije raditi samo u
slucaju kada su i lijeva i desna strana nejednadzbe nenegativne. Da je kvadriranje
nedozvoljeno u sluc¢aju kad su obje strane nejednadzbe negativne pokazuje sljedeci
primjer: ako ta¢nu nejednakost —4 < —2 kvadriramo, dobit ¢emo nejednakost
16 < 4, koja je netacna. Prema tome, treba strogo voditi racuna o sljede¢em
pravilu:

(L<DAL>0AD>0)s L? < D2 (2.1)

Pri tome se nejednakost < moze zamijeniti bilo kojom od nejednakosti: >, > ili <.
Ako se ne drzimo ovog pravila, mogu nastupiti razli¢ite problematicne situacije.
Pokazuje nam to sljedeéi jednostavni primjer.

Primjer 9 Rijesiti sljedece nejednadzbe:

a) <2 b) V< =2 c) Vx> 2 d) x> 2.
Rjesenje. Uocimo da je definiciono podruéje svake od nejednadzbi x > 0.

11
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a) Obje strane ove nejednadzbe su nenegativne, pa se moze primijeniti gornje
pravilo kvadriranja nejednadzbe, nakon ¢ega dobijemo x < 4. Uzimajuéi u obazir
definiciono podrucje, vidimo da mora biti z € [0,4) i to je trazeni skup rjesenja
nejednadzbe.

b) Desna strana nejednadzbe je negativan broj, pa se ne smije kvadrirati.
No, buduéi da je lijeva strana nejednadzbe nenegativna, jasno je da taj broj ne
moze biti manji od negativnog broja na desnoj strani. Dakle, u ovom slucaju
nejednadzba nema rjeSenja.

¢) Kao i u slu¢aju a) smijemo kvadrirati nejednadzbu, nakon ¢ega dobijemo
x > 4. Uporedujuéi to s DP, dobijamo skup rjesenja nejednadzbe (4, +00).

d) Ni ovdje ne smijemo kvadrirati nejednadzbu, jer je desna strana negativna.
Kako je, medutim, lijeva strana nenegativna, ona je uvijek ve¢a od desne strane.
Zato je skup rjesenja skup svih vrijednosti nepoznanice koje zadovoljavaju DP, tj.
x € [0, +00). &

Vrlo je bitno promatrati sljedeca Cetiri tipa iracionalnih nejednadzbi:

V(@) <gl@), R/ f@)>g@), "V f@)<gl@), *Vfx)<glx) (72 € 1)\1)-

2.2
Posljednja dva tipa su jednostavna, dok su prva dva kompliciranija i zato obratimo
posebnu paznju na njih.

U prvoj nejednadzbi je DP : f(x) > 01 lijeva strana je nenegativna. Zbog nave-
denog pravila kvadriranja nejednakosti (2.1) i stroge nejednakosti desna strana ne-

jednadzbe mora biti pozitivna, tj. g(x) > 0. Uz ta dva uvjeta, nakon stepenovanja
sa 2n, dobijamo f(z) < [g(z)]*" . Dakle, vrijedi sljede¢i teorem.

Teorem 3 Nejednadzba

R f(x) <g(x) (neN)

ekvivalentna je sistemu nejednadzbi i to:

f(x) < [g(z))™"
V(@) <g(z) e § fl2) =20

g(x) > 0.
Primjer 10 Rijesiti nejednadzbu v/ x? —bx +4 < x — 3.
Rjesenje. Prema prethodnom teoremu imamo

Va?—br+4 < z-3& O§x2—5x+4<(m—3)2/\x—3>0}
& {ze(—o0,1JU4,+o0) Az <5 Az >3}
& zeld,b). &

12
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I u drugoj nejednadzbi u (2.2) je DP : f(x) > 0 i lijeva strana je nenegativna.
Ovdje su moguca dva slucaja: da je desna strana negativna ili da je nenegativna.
Ako je g(x) < 0, tada je rjesenje svako x iz DP. Dakle, u ovom slu¢aju skup
rjeSenja R; nejednadzbe ima oblik

Ri={zeR| f(x) >20Ag(x) <0}.

Ako je g(x) > 0, tada smijemo nejednadzbu spepenovati sa 2n, jer su joj obje strane
nenegativne, pa dobijamo f(x) > [g(z)]*". Uoimo da je uvjet DP u ovom slucaju
automatski ispunjen, buduéi da je f(z) > [g(x)]2" > 0, za sve realne vrijednosti
nepoznanice x. Prema tome, u ovom sluc¢aju skup rjeSenja Ry nejednadzbe je
predstavljen skupom

Ry ={z e R| f(2) > [o(@)]*" A g(a) > 0}

Na taj nac¢in dobijamo skup rjeSenja R nejednadzbe kao R = R; U Ra, a §to se
moze iskazati i sljede¢im teoremom.

Teorem 4 Za nejednadzbu oblika

R f(@) >g(x) (ne€N)
vrijedi

i ({328 (45

[g(x)]*"
g9(x) > '

0

VoV

Primjer 11 Rijesiti nejednadzbu /1 — 422 > 1 — 3.

Rjesenje. Koristeéi prethodni teorem imamo

2
Vit s a-we ({70 VT 0

1—-3x<0 1-3x>0
—%éwéé 0<w<1%
< 1 v 1
& <1<x<1\/0<x<1 <:>£L‘€|:01:| &
3 2 3 2
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1 2?1 r—1
Rjesenje. DP: (x - — = =>0A

x x
Za takve r € DP, desna strana nejednadzbe je nenegativna, pa rjesenje nejed-

nadzbe postoji ako je lijeva strana nejednadzbe pozitivna, tj. ako je

1 1
\/a:—>\/1—,
x x

§to je zadovoljeno za x > 1. Uz taj uvjet data nejednadzba je ekvivalentna sa

>0> s xe[-1,00U[l, +o0).

(:U2+:r+1>2x\/a:+1/\x>1) & {(xZ—x—1)2>O/\x>1
14+5

S z>1Ax# 5 &

Za posljednja dva tipa iracionalnih nejednadzbi iz (2.2), tj. za nejednadzbe s
neparnim korijenima vrijede sljedec¢e tvrdnje.

Teorem 5 Nejednadzba oblika
W f(z) <glx) (neN)
ekvivalentna je nejednadzbi
f(2) < o)™

Nejednadzba oblika
TV f(z) > g(x) (neN)

ekvivalentna je nejednadzbi
fl@) > [g(z)" .

I ovdje moramo istaknuti da su posebno komplicirane iracionalne nejed-
nadzbe s parametrima. Ilustriratemo to sljedeé¢im primjerom.

Primjer 13 Diskutiart: rjesSenje nejednadzbe

2Vrt+a>x+1

u ovisnosti o realnom parametru a.

14
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Rjesenje. Prema Teoremu 4 imamo

x+az=0 4(z+a) > (x+1)°
2vVr+a > x+1<:)<{x+1<0 v{m+1>0

x> —a 22 —2x+1—4a<0
= V
T < —1 > —1

Kako je 22 —2r+1—4a < 0 < x € (1 — 2y/a, 1 + 2v/a) zaa > 0, dok za a < 0 slijedi
x € (). Za ostale vrijednosti parametra a imamo sljedeée slucajeve.
i) Za 0 < a < 1, sistem nejednadzbi > —a A x < —1 nema rjesenja, dok je

2 —2x+1—4a <0
> —1

}®x6<1—2\/&,1+2\/6>,

Sto i predstavlja skup rjesenja R nejednadzbe za ove vrijednosti parametra a.
it) Za a > 1 imamo

(x>2—aNx<-1) & z€[-a,-1),
V

} & ze[-1,14+2Va),

22 —2x2+1—4a <0
x> —1

odakle se dobija skup rjesenja R nejednadzbe za promatrane vrijednosti parametra
a:

R:z e [—a,1+2\/5>. &

O o o

Zadaci za samostalan rad

Rijesiti sljedeée nejednadzbe:

=

.a) V4r+10 <2z +1, b) Va+T7<z+1.
2.a) V2r+1>z—1, b) Vx—1>z-3.
3.a) z>Va?-3zx+2, b) Va2 — 55z + 250 < z — 14.

4. Vr+1<2zx—4.

5. Vo —6+ V1 -2 < V22— 1.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16

bz + 4+ bz —4 > /10x — 6.

x r—2 1
N — 4/ > =,
xr — 2 T T

Ve+2+2/z+1+Ve+2-2Vz+1>2.

Va2 —8r+ 15+ V2 + 22 — 15 > V4x2 — 18z + 18.

1—+1—8z2

< 1.
2z

Diskutirati rjeSenja sljede¢ih nejednadzbi u ovisnosti o parametru a € R :

avr+1<1.
Vr—1>a—z.
Va—z++Va+z>a.
Va+r+y/a—r <2

2
- vat+x—4f j_ <+V2a+z.
a+zx

Va2 — 224+ 2ax — 22 >a, (a€R).
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