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UDRUZENJE MATEMATICARA
TUZLANSKOG KANTONA

PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA
5 u saradnji s
UDRUZENJEM MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA

Takmicenje ucenika srednjih Skola Tuzlanskog kantona
iz MATEMATIKE
Tuzla, 18. mart/ozujak 2023. godine

I razred

1. Nekom trocifrenom broju dopiSe se 8, i to jednom na pocetku, a drugi put na kraju. Razlika
tako dobijenih brojeva iznosi 1107. Koji je taj trocifreni broj?

2. Brojevi a, b, ¢ su takvi da je

a® — be b? — ac

- be(l — be) (1 — .
a(l bc) b(l — ac)7 a C< C)( GC) 7& 0
Ako je a 7& b, dokaZite da je

1 1 1
a+b+c=—4+—-+-.
a b ¢
3. U cetverouglu OABCD vrijedi <ABC = <ADC = 90°, |AB| = |BC|, |CD| + |DA| = 2.
Odprediti povrsinu ¢etverougla JABCD.

4. Odrediti sve prirodne brojeve z,y i z za koje vrijedi jednakost

1 1 1 1

x y+z:2023'

5. Na koliko na¢ina se mogu odabrati tri broja iz skupa {1,2,...,100} tako da je jedan od njih
aritmeticka sredina preostala dva?
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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IT razred

. Neka je

-2 -2 -1 -1
A= =V p_ ( ¢ ’ ) (a' =6 (a 2+ b7,

a1l —p U a=l'—b 1 g l4b!

gdje je a # 0, b # 0, a # £b. Izracunati B~!- A~%

. Dokazati da jednadzba 12 — (a+ c)z +ac—b? = 0 ima realna rjeSenja z; i x5 za bilo koje realne
koeficijente a, b, ¢, te da su a i ¢ rjefenja jednadzbe (y — x1)(y — x2) + b* = 0.

. U pravouglom trouglu iz vrha pravog ugla povucene su visina i teziSnica. Omjer njihovih duzina
iznosi 12 : 13. Odrediti u kojem omjeru su katete tog trougla.

. Neka je a prirodan broj takav da ima 2023 cifre i djeljiv je sa 9. Neka je b zbir cifara broja a,
neka je c zbir cifara broja b i neka je d zbir cifara broja ¢. Odrediti broj d.

. U n kutija koje su numerisane nekim od brojeva 00,01,...,99 potrebno je raspodijeliti hiljadu
karata, numerisanih sa 000,001,...,999 po sljede¢em pravilu: kartu sa brojem x mozemo staviti
u kutiju ako broj te kutije mozemo dobiti brisanjem jedne od tri cifre broja x. Odrediti najmanji
broj kutija n tako da bi sve karte bile rasporedene u kutije.
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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I1T razred

. Rijesiti jednadzbu
;logi(x +2)* -3 = logs1 (4 — z)? + logs1 (z + 6)*
u skupu R.
. Neka su x1 > x9 > ... > z,, > 0 realni brojevi koji zadovoljavaju jednakosti

$1+l’2+—|—l’n21

1‘%+x§+...+xi:x1,
pri ¢emu je n prirodan broj. Odrediti sve moguce vrijednosti broja x;.
. Neka je a oStri ugao romba. Pod kojim uglom se vidi stranica romba iz sredine naspramne
stranice? Za koji romb je taj ugao najveci?

. Odrediti posljednje dvije cifre broja 20212923,

. Na traci papira je ispisan broj od 80 cifara, od kojih ni jedna nije 0. Tu traku papira mozemo
isje¢i na nekoliko dijelova, koji sadrze po bar dvije cifre. Saberimo brojeve koji su dobiveni od
cifara na tim dijelovima trake, ¢uvajuéi pocetni redoslijed cifara (kako su cifre i bile poredane
na traci). Pokazati da postoji broj koji se moze dobiti na 11 razli¢itih nacina.
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Svaki ta¢no uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.
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IV razred

. Rijesiti nejednadzbu

l+at+a®+a®+ .. +a" ' +a" > (1+a)(l+a®)(1+a*)(1+a®)
u skupu N za sve vrijednosti a € R, a > 0.
. Naci sve realne brojeve x za koje vrijede nejednakosti

\/§sin:c
< —<1
24 cosx

-1

. Tacka P nalazi se unutar AABC, tako da je <PAB = <PBC = <PCA = ¢. Ako su «, 3,7
uglovi AABC, dokazati da vrijedi

1 1 1 1

sinp  sina  sin?fB  sin’y

. Dokazati da broj 1049%°% ima vige od 6071 cifre.

1

. U staklenoj kocki ivice 1 metar nalaze se 2023 muhe. Dokazati da postoji sfera radijusa ;7

unutar koje se u svakom momentu neovisno od rasporeda, nalaze barem tri muhe.

m
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Svaki tacno uraden zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 210 minuta.



RJESENJA ZADATAKA



I razred

Zadatak 1. Nekom trocifrenom broju dopise se 8, i to jednom na pocetku, a drugi put na kraju.
Razlika tako dobijenih brojeva iznosi 1107. Koji je taj trocifreni broj?

Rjesenje. Neka je x trazeni trocifreni broj. Dopisivanjem cifre 8 tom broju s lijeve strane dobije
se broj 1000 - 8 + x, a dopisivanjem cifre 8 tom broju s desne strane dobije se broj 10z + 8. Prema
uslovu zadatka imamo

1000 - 8 +x — (10x 4 8) = 1107
& 8000 + x — 10z — 8 = 1107
& 7992 — 92 = 1107
& 92 = 7992 — 1107
& 9z = 6885
& =765

Trazeni trocifreni broj je 765.

Zadatak 2. Brojew a,b,c su takvi da je

a’® — bc b? — ac
= be(1 — be)(1 — 0.
a(l1—=0bc)  b(1—ac)’ abe( )1 —ac) #

Ako je a # b, dokazite da je

1 1 1
at+bte==+-+-.
a b ¢

Rjesenje.

a? — be b? — ac

a(l —bc)  b(l —ac)
& b(1 — ac)(a® — be) = a(1 — be)(b* — ac)
& b(a® — be — a’c + abc®) = a(b? — ac — bPc + abc?)
& a’b — b*c — a’be + ab’c = ab® — a’c — ab’c + a*bc?
& a’b —ab® — a’be + ab’c — bPc + a*c + ab*c® — a*be® = 0
& ab(a — b) — abe(a® — b*) + c(a® — b*) — abc*(a — b) = 0
& (a —b)(ab — abe(a + b) + c(a + b) — abc®) =0
& (a —b)(ab — a*bc — ab*c + ac + bc — abc®) =0/ : (a —b) #0
& ab — a*be — ab*c + ac + be — abc® = 0
& be + ac + ab = a*be + ab’*c + abc®/ : abe # 0
1 1

1
S -+-+-=at+b+c
a b ¢

Zadatak 3. U cetverouglu OABCD wrijedi <ABC = <ADC = 90°, |AB| = |BC|, |CD|+|DA| =
2. Odrediti povrsinu cetverougla JABCD.



Rjesenje.
Neka je |[AB| = |BC| = a, |CD| = c¢i|DA| = d. Tada je po uslovu zadatka ¢ + d = 2.
Povrsina cetverougla JABC'D je zbir povrsina trouglova AABC i AACD.

AB|-|BC 2 AD|-|CD -d
Dalje imamo da je PAABC = M = CL_ i PAACD = ‘ | l ’ = ¢ pPa je
2 2 2 2
2 -d
Paapcp = u.
2
Na osnovu Pitagorine teoreme vrijedi
|AC|* = a® + a® = 2a°,
|AC)? = & + d?,
. o . 2442
odakle je 2a* = ¢ 4+ d?, pa je a® = %
Zato je
2 2 2 2
P _a2—|—c~d_—“§d +c'd_—C+d2+2c'd_(c+d)2_é_l_1
HABED Ty T 2 -2 4 a4

Zadatak 4. Odrediti sve prirodne brojeve x,y 1 z za koje vrijedi jednakost

1 1 1 1

vy 2 2023

Rjesenje. Uvodimo smjenu: z = 2023a, y = 2023b i z = 2023¢ (a, b, ¢ € N), jer je o¢ito x > 2023,
y > 2023 1 z > 2023.
Tada se data jednakost svodi na

44+ =1. 1

; (1)

Ocito je da mora biti: @ > 1, b > 1 i c > 1. Bez ogranic¢enja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je
a>b>c,

odnosno da vrijedi

VAN
Q'lH

Q|
VAN
S

~J



Zbog toga iz (1) slijedi:
3 1 1
-<l=-+-+
a a b

Q=
ol w

odakle je a > 3 i ¢ < 3. Dakle, ¢ € {2,3}.

1) Posmatrajmo prvi slucaj za ¢ = 2.
Tada je

odakle imamo 5
a

Sto implicira a > 4 i b < 4. Dakle, b € {2,3,4}.

1.b=2 = %—l—%—i—%:l:>nepostojitakvoa€N.

2. b=3 = % + % + % =1= % = % = a = 6, pa se dobije da je rjeSenje polazne jednacine
(x,y,z) = (2023 - 6,2023 - 3,2023 - 2) = (12138, 6069, 4046).

3. 0=4—= % + % + % =1= % = % =—> a = 4, pa se dobije da je rjeSenje polazne jednacine
(x,y,2) = (2023 - 4,2023 - 4,2023 - 2) = (8092, 8092, 4046).

2) Posmatrajmo drugi slucaj za ¢ = 3.

Tada je
(1)<:>1+ +-=1 1+ 2
a b 3 a b 3
odakle imamo
2 2 1 1 2
Tl _ 4L <z
a3 a b7 0D
Sto implicira a > 31 b < 3. Dakle, b € {2,3}. Ali zbog b > ¢ slijedi da mora biti b = 3. Tada je
1+1+1 1:>1 1:> 3
— — —_ = _ = — a =
a 3 3 a 3

odnosno rjesenje polazne jednaéine je (x,y, z) = (2023 - 3,2023 - 3,2023 - 3) = (6069, 6069, 6069).

Zbog toga imamo sljedeca rjeSenja:
(x,y, z) € {(12138,6069,4046), (8092, 8092, 4046), (6069, 6069, 6069) },

ukljucujuci i sve njihove permutacije.

Zadatak 5. Na koliko nacina se mogu odabrati tri broja iz skupa {1,2,...,100} tako da je jedan

aritmeticka sredina preostala dva?

Rjesenje. Da bi prirodan broj ¢ bio aritmeticka sredina brojeva a i b, a < b, brojevi a i b trebaju
biti podjednako udaljeni od ¢ sa lijeve i desne strane. Ako brojevi a, b i ¢ poprimaju vrijednosti iz
skupa {1,2,...,100} to ¢e znaciti da ako se broj a nalazi na poziciji k elemenata prije broja ¢, u

nizu 1,2,...,¢—1,¢,c+1,...,100, tada se broj b nalazi na poziciji k elemenata poslije broja c.
Razmotrimo koliko parova (a,b) mozemo odabrati u zavisnosti od vrijednosti ¢ — a:



e ako je ¢ = 1 ne postoji par (a,b) iz skupa S tako da je ¢ = ‘IT“’

a+b

e ako je ¢ = 2 postoji jedan par (a,b) € {(1,3)} iz skupa S tako da je c = 42

e ako je ¢ = 3 postoji dva para (a,b) € {(2,4),(1,5)} iz skupa S tako da je ¢ = %2

e ako je ¢ = 50 postoji 49 parova (a,b) € {(49,51), (48,52), (47,53)...(1,99)} iz skupa S tako

: __ a+b
da je ¢ = 42

e ako je ¢ = 51 postoji 49 parova (a,b) € {(50,52), (49, 53), (48,54)...(2,100)} iz skupa S tako

: __ a+b
da je ¢ = 42

e ako je ¢ = 52 postoji 48 parova (a,b) € {(51,53), (50,54), (49,55)...(4,100)} iz skupa S tako
da je c = “T“’

e ako je ¢ = 99 postoji jedan par (a,b) € {(98,100)} iz skupa S tako da je ¢ = %

e ako je ¢ = 100 ne postoji par (a,b) iz skupa S tako da je ¢ = %’
Mozemo zakljuciti iz prethodnog da ako ¢ € {1,2,...,50} onda postoji ¢ — 1 par koji zadovoljava
uslov, a ako ¢ € {51,52,...,100} postoji 100 — ¢ takvih parova. Dakle, ukupno imamo 2450 parova,
jer je
100

50
4950 4950
S=>(c—1)+ 3 (100—c) = + — 2450.
;( >CZ5:1( )=— 5




IT razred

Zadatak 1. Neka je

a?—b? a”! ! 1 oIy -2, p-2y—1
A== (- ) (v

gdje je a # 0,b# 0,a # +b. Izracunati B~1A™1.

Rjesenje. Zbog pretpostavki a # 0,b # 0,a # 4b je A # 0, pa ima smisla promatrati A~'. Imamo

a1 _p1 2 _ 2 — L
bt w
bZ;b%Q (b—aagb—l-a) a+b
Dalje,
L 1 1 1\ /1 1\
B:<1a1_1bl> (__5)<—2+b—2)
a”s ats/) \a a
_(% %) b—a (b2+a2)_1
ba e ab a2b?
(b a b—a a®0®  bb+a)—alb—a) ab(b—a)
“\b—1 b+a ab  b2+a?2  (b—a)(b+a) v + a?
_bz—i-a2 ab  ab
 b+a b+a? a+b
: 71_a/+b .. . -1 71_a+b' ab .
paje B~ = 2 , odakle slijedi B~ A~ = s a—l—b_l‘

Zadatak 2. Dokazati da jednadzba x* — (a + ¢)x + ac — b* = 0 ima realna rjesenja x, i 5 za bilo
koje realne koeficijente a,b, c, te da su a i ¢ rjesenja jednadzbe (y — x1)(y — x2) + b* = 0.

Rjesenje. Odredimo diskriminatnu jednadzbe 2> — (a + ¢)z + ac — b* = 0.
D = (a+c)* — 4(ac — b*) = a® + 2ac + ¢ — dac + 4b* = a* — 2ac + ® + 4b* = (a — ¢)* + (2b)*.
Dakle, D > 0 sto znaci da su oba korijena x; i x5 realna. Prema Vieteovim formulama je

T1+To=a-+c

T Ty = ac — b

10



Koristeé¢i navedene jednakosti Vieteovih formula, dobijamo iz druge jednadzbe:

(y —a1)(y —2) +0° =0

S —y-To—y T +T-Ta+b =0
Sy — (v +a)y+a -2 +b2=0
sy’ —(a+cy+ac—b+b=0
sy —(a+c)y+ac=0

sy —ay—cy+ac=0
Syly—a)—cly—a)=0

S (y—a)ly—c) =0

Sy=a VvV y=o),

Sto je i trebalo dokazati.
Zadatak 3. U pravouglom trouglu iz vrha pravog ugla povucene su visina i teZisnica. Omjer
njthovih duzina iznosi 12 : 13. Odrediti u kojem omjeru su katete tog trougla.

RjeSenje. Posmatrajmo pravougli trougao AABC' sa pravim uglom kod tjemena C'i uo¢imo visinu
CFE = h i tezisnicu CD = t.

L

Kako je h:t =12:13 =k, (k € R"), tada je h = 12k i t = 13k.

Na osnovu ¢injenice da je u pravouglom trouglu tezisnica jednaka polupre¢niku opisane kruznice, tj.
polovini hipotenuze, dobijamo da je |AD| = |DB| =t = 13k.

Iz pravouglog AC' DFE imamo

|IDE| = V12 — h? = \/(13k)2 — (12k)? = V25k2 = 5k,

pa je
|EB| = |BD| — |ED| =t — 5k = 13k — 5k = 8k.

Dalje, iz pravouglog AC AE na osnovu Pitagorine teoreme dobijamo
b2 = h? + |AE|? = (12k)* + (18k)* = 468k*
dok iz pravouglog ABCFE na osnovu Pitagorine teoreme dobijamo

a®> = h* + |EB|? = (12k)* + (8k)* = 208k>.

11



Zato je
b\? 468k 9
a) — 208k? 4
b 3 .
paJe—zﬁ,odnosnob:a:3:2(1ha:b:2:3).
a

Zadatak 4. Neka je a prirodan broj takav da tma 2023 cifre i djeljiv je sa 9. Neka je b zbir cifara
broja a, neka je ¢ zbir cifara broja b i neka je d zbir cifara broja c. Odrediti broj d.

Rjesenje. Zbog c¢injenice "Broj je djeljiv sa 9 ako je zbir cifara broja djeljiv sa 9" vrijedi da su
(zbog konstrukcije brojeva b, ¢, d i djeljivosti broja a sa 9 ) i brojevi b, ¢, d djeljivi sa 9.

Kako broj a ima 2023 cifre, te svaka od njih moze biti najvise 9, to broj b kao zbir cifara broja a
moze biti najvise 2023 - 9 = 18207.

Broj ¢ kao zbir cifara broja b najvise moze iznositi 4 - 9 = 36 jer cifre u broju b na cetvrtoj i petoj
poziciji s desna, ako uopste postoje, mogu iznositi najvise 7 i 1, respektivno, dok istovremeno ostale
cifre iznose najvise 9. Ako cifra na petoj poziciji s desna uopste ne postoji, onda preostale Cetiri cifre
broja b iznose najvise 9.

Kako je broj ¢ = 36 to broj d kao zbir cifara broja ¢ moze najvise iznositi 2 4+ 9 = 11.

Iz d < 111 9|d zakljuc¢ujemo da je d = 9.

Zadatak 5. U n kutija koje su numerisane nekim od brojeva 00,01, ...,99 potrebno je raspodijeliti
hiljadu karata, numerisanih sa 000,001,...,999 po sljedecem pravilu: kartu sa brojem x moZemo
staviti u kutiju ako broj te kutije mozZemo dobiti brisanjem jedne od tri cifre broja x. Odrediti najmanyi
broj kutija n tako da bi sve karte bile rasporedene u kutije.

RjesSenje. Za bilo koji odabir kutija, kutije numerisane brojevima 00, 11,...,99 moraju biti
iskoristene da bi bio zadovoljen uslov zadatka, jer karte numerisane sa 000, 111,...,999 mogu biti
rasporedene jedino u te kutije.

Takoder, nijedna od ovih kutja ne moze sadrzavati karte sa brojem = = pqr, gdje je p # q # r # p.
Dovoljno je pokazati da je za ove karte, kojih ima 9 - 8 - 7 = 720, potrebno 30 kutija da bi ih mogli
sve raspodjeliti.

Kutija sa brojem ab, gdje je a # b moze sadrzavati karte sa brojevima pab, apb, abp gdje je p cifra
razli¢ita i od a i od b tj. 3-8 = 24. Kako je % = 30, Sto skupa sa prvih 10 kutija daje 40,
zaklju¢ujemo da je potrebno minimalno 40 kutija.

12



I1T razred

Zadatak 1. Rujesiti jednadzbu

;logi(a: +2)2 -3 = log%(él —z)3 + log%(x + 6)*
u skupu R.
Rjesenje. DP.x# -2, 4—2>0,2+6>0tj. v € (—6,—-2)U(—2,4)

& 3. 2log: |x + 2| — 3log: := 3logi(4 —x) + 3logi(z+6)/:3
& logi(|z +2|-4) =log1 (4 — z)(z + 6)
& 4dar+2=(4—x)(r+6)
Kako izraz pod apsolutnom vrijedno$éu moze biti i pozitivan i negativan za vrijednosti iz domena,
uradimo sljedece:
1) z € (—6,-2)
—4(x+2)=(4—2z)(x+6)
—4r — 8= —1% —2x + 24
22 —22—-32=0
T2 = 1+ \/ﬁ

r1 =1+ /33 > 0 pa ne pripada (—6, —2], dok je jednostavno provjeriti da je x5 € (—6, —2].

Tt

2) xe (=24
S4(r+2)=(4—z)(x+06)
S dr+8=—x2— 2+ 24
sS4+ 60—16=0
<:>I1’2:—3:|:5

x1 = —8 pa ne pripada (—2,4), xo =2 € (—2,4).
Dakle, rjesenja su x € {2,1 — v/33}.

Zadatak 2. Neka suxi > x9 > ... > x, > 0 realni brojevi koji zadovoljavaju jednakosti
ry+xTo+ ... +x, = 1

xf+x§—l—...+xi:x1,
pri cemu je n prirodan broj. Odrediti sve moguce vrijednosti broja x.
Rjesenje.
Po uvjetu zadatka imamo:
0=af+a5+..+25 — 3

=i+ as .+l —r(r s+ 1y)

= xg + ...+ xi — X1To — L1X3 — ... — L1 Ty

= xo(xe — 1) + w3(x3 — 1) + ... + (T — 7).

Zbog uvjeta zadatka vrijedi x; < 7 za svako i = 2,3, ..., n pa je svaki sabirak x;(z; — x1) nepozitivan.
Da bi suma sabiraka ovog oblika bila jednaka nuli, mora biti jedna od sljedece dvije opcije:
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i) x; = 0 za svako i = 2,3, ..., n, tada je jasno x; = 1 i uvjeti zadatka su zadovoljeni,

i) v; =21 zai=2,3,...n, pajex = % (uvjeti zadatka su ponovo zadovoljeni);

odnosno preciznije 1 = r9 = ... = T} 1 Tp11 = Tpio = ... = T, = 0 Sto povlaci da je 1 = % pa
uvjeti zadatka opet vrijede. Dakle, moguce vrijednosti broja x; su 1, %, %, ey %
Zadatak 3. Neka je o ostri ugao romba. Pod kojim uglom se vidi stranica romba iz sredine

naspramne stranice? Za koji romb je taj ugao najveci?
Rjesenje.

Neka je E sredina stranice C'D romba ABCD stranice a. Neka je |[AE| =y, |BE| =21 <AEB = ¢.

| 2
]

3 C
- a
{ a B
Iz ANABFE na osnovu kosinusne teoreme dobijamo
2,2 _ 2
cos p = Ay —a 2)
2xy
Iz ABCE na osnovu kosinusne teoreme dobijamo
2 2 5
r? = a® + <g> —2a - (g) cosa = a’® + az —a’*cosa = a? (4_1 - cosa) : (3)
a iz AAFED na osnovu kosinusne teoreme dobijamo
2 2 5
y? = a® + (E) — 2a - (g> -cos(m — a) = a* + Yy Peosa=a (2 +cosal. (4)
2 2 4 4
Uvrstavajuci (3) i (4) u (2), dobijamo
2a% + % —a? % 3
cosp = - _ _,
QCLQ\/(?l —cosa) (24 cosa)  2a%/B —cos?ax  V 25— 16cos”
odakle je
3
= arccos .
V25 — 16 cos? a
3
Zbog osobina funkcije y = arccos z, ugao ¢ je najveéi ako je izraz najmanji, tj. ako
‘ V25 — 16 cos? a
jea=7%

5"
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Tada je posmatrani romb kvadrat.

Zadatak 4. Odrediti posljednje dvije cifre broja 20212923

Rjesenje.
I nacin:

2021%%% = (2020 + 1)**%.

Mozemo koristiti Njutnov binomni obrazac

(a+b)" = Xn: <Z) a™r bk,

k=0

n n!

nge je (k) = m

2023 2023 2023 2023 2023
2020 + 1)%023 = 20202923 20202922 4 . 20207 2020 =
( +1) 0 + 1 Tt 2021 + 2022 + 2023

= 2020%°%% + 2023 - 2020%°?2 + ... + 2023 - 1011 - 2020 + 2023 - 2020 + 1

Primijetimo da su svi sabirci, osim posljednja dva, djeljivi sa 100, pa postoji prirodan broj k takav
da vrijedi:

20212923 = 100k + 2023 - 2020 + 1 = 100k + 4086461 = 100k + 4086400 + 61 = 100(k + 40864) + 61.
Prema tome posljednje dvije cifre su 61.

II nacin:

Trebamo naci ostatak pri dijeljenju sa 100, pa mozemo upotrijebiti rac¢un kongruencija po modulu
100.

Na osnovu pravila a = b(mod n) = a* = b*(mod n), (k € N) imamo:

2021 = 21(mod 100) = 2021%°% = 212023 (mod 100).

Sada nalazimo ostatke pri dijeljenju broja 21* sa 100, tj. kongruencije po modulu 100.

211 = 21(mod 100) &

212 = 441 = 41(mod 100) &

213 =212.21 =41 - 21 = 861 = 61(mod 100) <

211 = (21?)% = 412 = 81(mod 100) &

215 =211.21 =81 - 21 = 1701 = 1(mod 100).

Ovdje smo koristili pravilo: a = b(mod n) A ¢ = d(mod n) = ac = bd(mod n).

Dakle 21° daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 100.

Kako je 2023 = 5 - 404 + 3, to je :

212023 — 215~404+3 — (215)404 . 213

Sada nalazimo:

(215)%04. 213 = 1491 . 61 = 61(mod 100)

Prema tome 21%°% = 61(mod 100), §to znaci da su posljednje dvije cifre 61.

Zadatak 5. Na traci papira je ispisan broj od 80 cifara, od kojih ni jedna nije 0. Tu traku papira
moZemo isjeci na nekoliko dijelova koji sadrZe po bar dvije cifre. Saberimo brojeve koji su dobiveni
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od cifara na tim dijelovima trake, cuvajuéi pocetni redoslijed cifara (kako su cifre i bile poredane na
traci). Pokazati da postoji broj koji se moZe dobiti na 11 razlicitih nacina.

RjeSenje. Posmatrajmo samo one nacine isijecanja trake gdje dobivamo 4 trocifrena dijela i 34
dvocifrena dijela. Takvih na¢ina ukupno ima P(4,34) = %84!1! = 73815.

Suma 38 brojeva dobivenih na ovaj nac¢in nije veca od 4-999+34-99 = 7362. Kako je 73815 > 7362-10,
po Dirihleovom principu mora postojati 10 + 1 = 11 razli¢itih nacina dobivanja iste sume.
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IV razred

Zadatak 1. Rijesiti nejednadzbu
l+at+a®+a®+ .. +a" ' +a" > (1 +a)(l+a®)(1+a*)(1+d®)

u skupu N za sve vrijednosti a € R, a > 0.

Rjesenje.
lD0<ax<1
1—a™t! 2 4 8
& ﬁ2(1+a)(1+a)(1+a)(1+a)
S 1—a™ > (1 —a)(l1+a)(l+a*)(1+a*)(1+a®)
= 1_ax+121_a16
& x> 15
2)a=1
S r+1>2-2-2-2
& x>15
3.)a>1
& =l > (1+a)(1+a®)(1+ah)(1+a)
&S ™ -1>(a-1)1+a)1+a®)(1+a’)(1+a®)
S "t —1>a% -1
& x> 15,

Zadatak 2. Nadi sve realne brojeve x za koje vrijede nejednakosts

V3sinx
—1l<—x<1
2+ cosx
Rjesenje.
D.P. 2+ cosx # 0 < cosx # —2 §to je uvijek tacno.
[ nacin:
V3sinz
1< —<1
2+ cosx
\/gsina:
&S |l—] <1
2+ cosx

Kako su obje strane nejednakosti nenegativne, mozemo je kvadrirati.

& 3sin®x < (2+ cosz)?

& 3(1—cos’z) <4+44cosx + cos*
& 4dcos’z +4cosr+1>0

& (2cosz+1)2 > 0.

Posljednja nejednakost nije zadovoljena samo u sluc¢aju kada je 2cosx + 1 = 0, tj. cosx = —%, Sto
daje vrijednosti u drugom i tre¢em kvadrantu z = %” +2kmix = 4% +2km (k € Z).
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Dakle, nejednakost vrijedi za sve z € R\{Z + 2km, iF + 2kn}, (k € Z).

II nadin:
1< V3sinx cle (_1 - V3sinx A V3sinz - 1)

2+ cosx 24cosx 24 cosz

Rijesimo prvo desnu nejednakost.

\/gsinx
— <1

2+ cosx
3sinz < 2+ coszx
V3sinz — cosx < 2/:2

V3 1

—sinx — —cosx < 1

sin (:p— %) < 1.

Tt 00

Posljednja nejednakost nije zadovoljena samo u slucaju kada je x — § = 7 tj. © = %’r +2km (k€ Z).
Analogno, iz lijeve bismo dobili

\/gsin.r

1<
24 cosx
& —2—cosx<\/§sinx
&S 1< S +1
2smx 2cosx

& —1<sin(a:+%).

Posljednja nejednakost nije zadovoljena samo u slucaju kada je v+ % = 37” tj. © = %’T + 2k (k € Z).

Zadatak 3. Tacka P nalazi se unutar AABC, tako da je <PAB = <PBC = <PCA = ¢. Ako
su a, B, uglovi NABC', dokazati da vrijedi

1 1 1 1

: = = + - + - .
sin®p  sina  sin?f  sin’y

Rjesenje.
Oznagimo sa a, b, ¢ duzine stranica BC,C A, AB redom, sa P povrsinu AABC' i |AP| =z, |BP| =y,
|CP| = z.
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Kako je <CAP = <CAB — <PAB = a — @, tada je
JAPC =180° — ¢ — (v — ) = 180° — «.

Primjenom sinusne teoreme na ACAP, AABP i ABCP, imamo

r sin ¢ _ sing

b sin(180° —a) sina’

Yy sin @ _sing

c  sin(180° — )  sinp’

z  sing

a sinvy’
Kako je

T - c-sin - a - sin z-b-sin
P = Pnapp + Papep + Pacap = 5 LA, 5 L 5 7

tada je

2P=x-c-sinp+y-a-sinp+z-b-sinp=(r-c+y-a+z-b)sinyp,

a isto tako vrijedi
2P =b-csina=c-asinff =a-bsiny.

Dalje je
1  xcty-atz-b
singp 2P ’
I x-c y-a z-b
sing b-csina c-asinf  a-bsiny’
oz Y z
sing bsina  csinf asiny’
odakle je
I sing sin @ sin ¢
sing  sin?a  sin?f  sin’~y
pa je

1 1 1 1

: = - + = - :
sin?p  sinfa  sin?f  sin?y

Zadatak 4. Dokazati da broj 10492923 ima vise od 6071 cifre.
Rjesenje.
49 2023 49 \ 2023 19
10492023 — 103 1 — 103 2023 1 — 106069 1
+ 1000 (10%) * 1000 + 1000
Na osnovu binomnog obrasca
(a+0b)" = (:) a kb,
k=0

nalazimo

) 2023



LY 2023_1+ 2023) 49 (2023 ( 49 2+ (o 202
1000) 1 /1000 2 ) \1000) """ \1000

2023-49 1 99127

1 — 2ol
~ 4 T 1000 * 1000

= 1+99,127 = 100, 127 > 100.

Sada dobijamo

1000

Dakle trazeni broj ima barem 6072 cifre, tj. ima viSe od 6071 cifre.

2023
10492023 — 106069 (1 4 ) > 106069 X 102 — 106071'

Zadatak 5. U staklenoj kock: ivice 1 metar nalaze se 2023 muhe. Dokazati da postoji sfera radijusa
ﬁm unutar koje se u svakom momentu neovisno od rasporeda, nalaze barem tri muhe.

Rjesenje. S obzirom da ima 2023 muhe i 1000 kubnih decimetara, te kako je 2023 : 1000 = 2 sa
ostatkom 23, zakljucujemo da postoji kubni decimetar unutar koga se nalazi bar 2 + 1 = 3 muhe
po Dirihleovom principu. Precnik sfere je 2 - % dm ~ 1.8 dm, a dijagonala kocke ¢ija je ivica 1 dm
iznosi D = v/12 4+ 12 + 12dm = v/3dm ~ 1.7dm. Vidimo da je pre¢nik ove sfere veéi od dijagonale
kocke zapremine 1 dm®. Prema tome postoji sfera radijusa % dm unutar koje je pomenuta kocka
koja sadrzi bar 3 muhe, tj. kocka zapremine 1 dm?® koja sadrzi bar 3 muhe se moze smjestiti u sferu

.o 1
radijusa 7 m.
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