2.7. DEVET RJESENJA JEDNOG ZADATKA IZ GEOMETRIJE”

Rijec je o sljedec¢em zadatku iz geometrije:
Oko jednakostrani¢nog trougla AABC opisana je kruznica. Dokazati da svaka

tacka M luka AB ima osobinu MA+ MB = MC .

Dacemo devet razlicitih rjeSenja ovog zadatka, Cisto geometrijskih, pomocu
trigonometrije, pomocu vektora i analiticke geometrije.

Dokaz 1.Naravno, taéa M pripada luku AB kome ne pripada tacka C (vidi sl.1). Na
duZi CM odredimo tacku D, tako da bude BM =BD . Uglovi £ BAM i £ BCD su
jednaki kao periferijski nad istom tetivom MB. PoSto su uglovi « DMB i
£ BAC=60" jednaki (kao periferijski nad tetivom

BC), to je «DMB=60°, pa je trougao AMBD y &

(zbog BM =BD ) jednakostrani¢ni. To znaéi da

je «BDC=120°, a i «AMB=120°, jer je D

£AMC = £ABC =60° kao periferijski nad .

tetivom AC (a i zbog toga $to je Cetverougao S. \

AMBC tetivni). Svakako AB=BC, pa su A
trouglovi AAMB i ACDB podudarni, odakle A (@ \B X
slijedi daje CD =AM .

Sada imamo: MC =CD + DM = MA+ MB §tojei M

trebalo dokazati. sl.1.

Dokaz 2. Na osnovu Ptolemejeve teoreme primijenjene na tetivni ¢etverougao
AMBC imamo:

AM -BC + MB - AC = AB - MC . (1)

Kako je AB=BC = AC =a, iz (1) slijedi:
a-AM +a-MB=a-MC

ili nakon dijeljenja saa: MA+MB = MC, 5to je i trebalo dokazati.

“) Koautor Alija Muminagi¢, Nykebing F., Danska
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Dokaz 3. Neka je ABNCM ={K}. Ocigledno, AAKM ~ ABCK (jer imaju jednake

uglove) pa iz te sli¢nosti slijedi:

BC: AK . @)

MB BK:>— AC-B . 3)

Sabiranjem jednakosti (2) i (3) dobijamo:

MA+MB = SC AK  AC-BK _ (7hog BC=AC=a)-=

. a2
=————+>=(zbog AK+BK=AB=a)=—.
(zbog )= <

C

Dakle,
A+ VB = 2 @)
+ =
CK

Osim toga je i AMCB ~ AKCB (jer je £C zajednicki, a £BMC = £BAC = £ABC =
=4KBC =60°), pa je

MC BC _——- BC
_——a = —_—

- 2
w2 MC= —(zbog BC=a)=—_. 5
BC CK CK (zbog ) CK ®)
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Konaéno, iz (4) 1 (5) slijedi:
MA+MB =MC, g.e.d.

Dokaz 4. Uzmimo tacku E na opisanoj kruznici oko trougla AABC, takvu da je
CE = AM . Produzimo CE preko tacke E i MA preko tatke A i presje¢nu tacku
ozna¢imo sa F (sl.3). Zbog CE = AM je CE = AM paje i £CAE = <ACM , a zbog
toga je AE|MC. Tako je Cetverougao CEAM jednakokraki trapez i
£AMC = 4MCE =60° (jer je £AMC = £ABC =60°). Ovo pak znali da je trougao
AMCE  jednakostrani¢ni. Zbog AE|MC je i trougao AAEF jednakostraniéni, pa je
FA=FE.

Dalje imamo da je:
AE = CA—CE = AB—MA = M8,

pa je AE =MB . Sada je dakle:
FA+AM = AE + AM = MB+MA
a u jednakostrani¢nom trouglu AMCF je:
FA+AM =FM =MC,
pa iz dvije posljednje jednakosti slijedi da je:
MA+MB = MC, g.e.d.
Dokaz 5. ProduZzimo MB preko tatke B do tatke E tako da je MC =ME (sl.4).

Zbog «CME =60° i MC=ME, trougao ACME je jednakostrani¢an. Neka je
AACM =x, {MCB=y i «BCE=z. Imamo da je x+y=60° i y+z=60°, pa je
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x=z. Sada je <AMC =60° = <BEC ,<ACM =x=1z=4«BCE, te MC =EC =ME pa
je AMCA = ABEC i iz podudarnosti tih trouglova slijedi da je MA = BE .

Tako je sada:
MA+MB = BE + MB = ME = MC, t].

MA+MB =MC, g.e.d.

Dokaz 6. Na osnovu kosinusne teoreme primijenjene na trouglove AAMC i na
AMBC , dobijamo:

AC’ =AM’ + MC” —2.AM - MC -cos <AMC ,
—2 —2 —2 | = —
BC =MB +MC —-2-MB-MC-cos£CMB .
Kako je £<AMC =£CMB =60° (vidi dokaz 1.) to imamo:
—2 —2 —=2 — —
AC =AM +MC -AM-MC,te
—2 —2 —2 — —
BC =MB +MC —-MB-MC.
Oduzimajuéi ove jednakosti (gdje je AC =BC ) dobijamo:
0=AM —MB’ -MC -(AM - MB),
a odavde nakon dijeljenasa AM — MB =0 imamo:
0=AM +MB —MC ikona¢no:
AM +MB =MC |, to je i trebalo dokazati.
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(U sludaju AM-MB=0, ti. MA=MB lako se pokazuje da je

MC =2MS = MS + MS = MA+MB .)

Dokaz 7. Neka je «MCA=¢ (sl.1). Ugao «<MBA je jednak takoder ¢ (kao

periferijski nad tetivom AM). Poznata nam je veza izmedu stranice trougla, sinusa
naspramnog ugla i poluprecnika opisane kruznice (sinusna teorema). Iz trouglova
AAMC i ABMC dobijamo (R je polupreénik opisane kruznice tim trouglovima):

MA=2Rsing, MB=2Rsin(60°—¢) i MC =2Rsin(60° +¢).
Odavde je:

MA+BM = 2R|sing +sin(60° — )| = 2R-2sin30° cos(p—30° ) =

- 2R-2%sin[9o° +(p—-30°)] = 2Rsin(60° + ) = MC,

Sto je i trebalo dokazati.

Dokaz 8. Primijeni¢emo metodu analiticke geometrije. Uvedimo (sl.1) pravougli
koordinatni sistem sa koordinatnim pocetkom u A, tako da je: A(0,0), B(a,0),

C(%,gx@j i M(x>0, y<0). Lako se dobija da je centar kruznice S(%,aBﬁJ, a njen

je poluprecnik R = Jednacina kruznice glasi:

(x—Ej +(y a%/_] %, 5)

ay/3

x% +y? —ax——y 0.

45
li

Dokazacemo da je

\/x2+y2 Jr\/(x—a)ery2 =\/(x—g)2+(y—% 3)2 ,  (6)

odnosno AM +BM =CM podto je:

-y W o vy G = x-3) o[- 2 5]
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Neka je

2 2
AT s

Imamo:

L2 =x2+y2+(x—a)2+y2+2\/x2+y2 -\/(x—a)2+y2 =2x%2+2y% -

—2ax+a2+2\/(x2+y2 (X2 +y2 —2ax+a?) =2x? +2y% —2ax+a’ +

+2(X2 +y2 )2 —2ax X% +y?)+a>x2 +a2y? = (x2 +y2 —ax)+

+(x? +y%2 —ax)+a? +2\/(x2 +y?—ax)? +a%y?.

a3

Ty’ pa je sada:

a3

L2 :x2+y2—ax+—3 y+a?+2

:x2+y2—ax+¥y+a2 +21/%a2y2 =

a3

=x? +y? —ax+——y+a? ——ay,
y y NE y

Iz (5) je x*>+y?-ax=

3

(jer je \/y_zz—y zbog y<0).

Dakle, konac¢no je:

2 2 2 2
3a a a
L> =x% +y%2 —ax—+/3a +a—+—= x—=| +|y-S43| =D?.
y y 4 4 2 y 2

Odavde slijedi da je L=D (jer su L,D>0), a time je dokazano (6), odnosno
AM +MB =CM .

Dokaz 9. Posluzi¢emo se vektorskom metodom. Imamo (sl.5):

MA=MS +SA, MB=MS+SB, MC=MS+5SC,
odnosno
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—2 —2 —2 _ —
(WA =S|+ 54+ 28 -84,
—2 —2  |—2 — —
e = [ms|" +[se|" +2msS B,

2 —_ 2 — 2 -
‘MC‘ :‘MS‘ +‘SC‘ +2MS-SC.

Zbog ‘VS" - ‘S_’A{ - ‘S_Ié‘ - ‘S_C" - R, imamo

— 52 —_ |— N
MA‘ — 2R2 + 2mg|- SA{COSL(MS,SA),

— 2 — —_—
MB‘ —2R? + 2Mm3)- SB‘COSA(MS,SB),

odnosno

— 2
‘MA‘ =2R% +2R? cos¢p = 2R%(1+cos¢p ) = 4R? cosz%,
2
‘MB‘ =2R? +2R?cose = 2R%(1+cose ) = 4R? coszg,

2
‘MC‘ —2R? + 2R%c0s 9 = 2R2(1+ cos 9) = 4R? coszg.

AWB
M

sl.5.
Dokaza¢emo da je
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) — ] |— —_—
MC‘ — 2R2 1 2|mg]- sc‘cos4( MS,5C),

Odavde je:
W\:‘W\‘: 2Rcos%,
— — &
MB =‘MB‘:2RCOSE,

W:‘W‘:ZRcosg.

1) £ 9
COS—+COS— = COS—.
2 2 2

(")

(8)



Posto je (vidi s1.5): ¢ +¢&=240% i 9=¢p—-120° to sada imamo:

cos? +cosf = cos? + cos(120° —%) = cos? 1 c0s120° - cos

?
2 76053 2 2 *

in120° -sin? = c0s2 — L cos 2 + sin120° -sin? = L cos 2
+sin120 S|n2_cos2 20052+sm120 sm2_20032+

in60° -sin? = 0.c0s? +5in60° -sin? = cos(L —60° ) = cos >
+sin60 sm2_00360 c052+sm60 sm2 cos(2 60) cosz.

Time je dokazano (8). 1z (7) i (8) slijedi:
2Rcos%+ 2Rcos%: 2R(cos%+ cos%): 2Rcos§ ili MA+MB =MC,

Sto je i trebalo dokazati.
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2.8. GENERALIZACIJA VAN SCHOOTENOVE"” TEOREME

U [3] je dato devet raznih rjeSenja jednog zadatka iz geometrije koji glasi:

Oko jednakostranicnog trougla AABC opisana je kruznica. Dokazati da za svaku
tacku M luka AC kome ne pripada tacka B, tj. tacke B i M su saraznih strana
prave AC, vad jednakost MA+MC = MB, (3.1)

U matematickoj literaturi ova ¢injenica je poznata kao Van Schootenova teorema.
Sada ¢emo dati generalizaciju Van Schootenove teoreme koja glasi:

Neka su tacka A,B,C tri uzastopna vrha pravilnog n- tougla i neka tacka M
pripada opisanoj kruznici tom n-touglu i pri tome su tacke B i M sa raznih
strana prave AC. Tada vaZ jednakost:

MA+MC = 2MBcos’. (1)
n

Dokaz: Posmatrajmo kompleksnu ravan sa koordinatnim poc¢etkom u tacki O koja
je centar opisane kruznice k pravilnom n- touglu i neka je 1 koordinata vrha

A = A mnogougla A A, --- A, (sl.2).

C

sl.1 sl.2

Ako je gzcosz—ﬂ+i sin2—7Z tada je &' koordinata tacke A, (k=123,..n).
n n

Ay

*) Franz Van Schooten, 1615.-1666., holandski matematicar
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Ne umanjujuéi opCenitost, pretpostavicemo da je A=A, B=A, i C=A;. Neka je
zy =cost+isint; te[0,27) koordinata tacke M e k. Budu¢i da sutacke B i M sa

raznih strana prave AC, to slijedi daje4—7[ <t.Tadaje
n

MA=|z, -1 :\/(cost—l)2 +sin’t =+/2—2cost = ZSin%;

— 27\ 27\
MB=|z, —¢|= [cost—cos—j +[sint—sin—}
n n

= \/2—2(cost cosz—”+ sintsinz—”j
n n

e i)

.. 47 . . 4rx
cost+1sint—| cos—+1sin—

MC:‘ZM —52‘:
n n

4z 2 . . A4r 2
=,[| cost —cos— | +| sint—sin—
n n

:\/2—2(costcos4—ﬂ+ sintsin4—ﬁj
n n

o) ),
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Jednakost (1), tj. MA+MC = 2MBcos”- je sada ekvivalentna jednakosti:
n

Zsin£+25in 1—2—” =4sin tz cosZ
2 2 n 2 n n

koja je tacna jer slijedi nakon pretvaranja zbira na njenoj lijevoj strani u proizvod,
tj.:

25in£+ Zsin(l—z—”j =

2 2 n

_Zl t t 2«

t t
7+7 — -
—2.25n2 2 N2 2 n
2 2

. (t 77.'] T
=49n| ——— |CcOS— .
2 n n

Sada ¢emo dati tri posljedice jednakosti (1).

Podljedica 1. Za n=3, dobijamo iz (1):

MA+MC = 2Wcos%,
odnosno
MA+MC = MB,

a ovo je Van Schoutenova teorema.

Podjedica 2. Za n=4, tada za tatku M koja pripada opisanoj kruznici k
kvadrata ABCD, i pri tome su tatke B i M sa raznih strana prave AC, slijedi iz
(1):
W+W=2Wcos%,
odnosno
MA+MC =2 MB.
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Podjedica 3. Za n=6, za tatku M koja pripada kruznici k opisanoj pravilnom
Sestouglu ABCDEF , gdje sutatke B i M sa raznih strana prave AC, dobijamo iz
(1):
MA+MC = 2MB cos% ,
odnosno
MA+MC =+/3MB.
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0 JEDNOJ ZNACAJNOJ OSOBINI TEZISNICA TROUGLA

Dr. Sefket Arslanagié¢, Sarajevo, BiH

U ovom ¢lanku ¢emo dati neke znacajne osobine tezi$nica trougla i kroz
zadatke ih iskoristiti u svrhu rjeSavanja tih zadataka. Kroz te osobine bitan
momenat ¢e biti povrsina trougla pa se ne rijetko ova metoda rjeSavanja zadataka
zove «metoda povrSina».

Rijec je o dvije sljedece tvrdnje:

Neka je AD teZiSnica trougla AABC (taGa D e BC je srediSte stranice BC tog
trougla). Tada je
1° Pyagp = Piaco ;
2° BB’ =CC’, gdje su tatke B' i C’' podnoZja normala povucenih iz vrhova B i C
na tezisnicu AD.

Dokaz: 1° Imamo (sl.1) P, agp :%@-E, gdje je tatka E podnoZje visine iz vrha

A na stranicu BC, kao i P =%E-E jer je AE visina i trougla AACD.

Posto je tacka D sredi3te stranice BC trougla, to je BD = DC te dobijamo odozgo:
Piagp = Paaco » 9-€.d.

A

sl.1



2° Sada imamo (sl.2):
Pane =5 AD BB’ 1€ Pyycp =5 AD-CC'.

Po3to je BD =CD, «BB'D =4CC'D =90 i «BDB'=4«CDC’ (unakrsni uglovi), to je
ABB'D = ACC'D pa je tada

BB'=CC', g.e.d.
A
B’
B D\B/C
C
sl.2

Sada ¢emo dati nekoliko zadataka koje ¢emo rijesiti pomocu prethodno dokazanih
tvrdnji 1%i 2°.

Zadatak 1. Neka se tacka M nalazi unutar trougla AABC i neka vaZzi jednakost
Pyasm = Piacwm - DOKazati da tada tacka M pripada teziSnici AD tog trougla.

RjeSenje: Neke je D’ tacka u kojoj prava AM sijece stranicu BC trougla 4ABC
(s1.3). Dokazaéemo da je tada BD’=CD’, tj. D'=D, gdje je AD teZi$nica trougla
AABC . Imamo sada:

Panem =5 AV BB i Pyagyy =5 AM -CC'

gdje su tacke B’ i C' podnoZja normala iz vrhova B i C napravu AD'.
Kako je po pretpostavci zadatka P,,gy = Piacm » t0 dobijamo odozgo da je:

1. BB =1am.co,
2 2



a odavde

BB'=CC'. (1)
A
5’
B D
ol
sl.3

Posto su pravougli trouglovi 4BB'D’ i ACC'D’ sli¢ni (imaju po dva odgovarajuca
ugla jednaka), to vrijedi:

BB’ BD’

cc' Cb
Sadaiz (1) i (2) slijedi:

BD'=CD’,

tj. tacka D'=D je srediSte stranice BC trougla 4ABC pa je duZz AD teZidnica tog
trougla, g.e.d.

Zadatak 2. Neka su tacke A',B',C’ simetri¢ne vrhovima trougla A,B,C u odnosu
na tacke B,C,A redom kao centrima simetrije. Dokazati da je tada:

PAA’B’C’ = 7PAABC :

Rje%enje: Po pretpostavci u zadatku je tacka B srediste duZzi AA' pa je duz C'B
teZidnica trougla AC'A'A (sl.4). Sada imamo na osnovu tvrdnje 1°:

Picas = Pacas - (3)
Posto je duz AB teZisnica trougla AC'BC, to je iz istog razloga, tj. 1°
Pica = Pansc - (4)



sl.4

Sada iz (3) i (4) dobijamo:

Picas = Paasc » )
odnosno zbog (4) i (5):
Piaac' = Picas + Picas = 2Pspsc - (6)
Analogno dobijamo da je:
Pisen = Picer = 2Pasc - (7)

Imamo sada na osnovu (6) i (7):
Pingc = Pianc + Pagaa + Pace + Paasc =7Pansc 0-€.d.

Zadatak 3. Neka je ABCD konveksan Cetevrougao, a tatke A',B',C’',D' su
simetricne vrhovima tog cetverougla u odnosu na tacke B,C,D,A redom kao
centrima simetrije. Dokazati da je tada:

Pagco’ = 9Pagcp -



RjeSenje Iz istog razloga kao u prethodnom zadatku, tj. na osnovu tvrdnje 1°
dobijamo (sl.5):
Pices = 2Pscos = 2Psgep »

Piea = 2Pssca = 2Pspsc

Piaap' = 2Pspep = 2P gD »

Piooe = 2Psanc’ = 2Psanc »
a odavde nakon sabiranja ovih jednakosti

Piaap + Pigea + Pices + Piope = 2( Psasc + Pianc + Piasp + PABCD) ,
te

Pagco = 2( Pasco + Pasep )+ Pasco » -

Pagco =5Pasco » 0-€.0.

B!

sl.5



Zadatak 4. Koriste¢i tvrdnje 1°i 2° dokazati da se teZi$nice trougla sijeku u jednoj
tacki (tj. da su konkurentne).

Rje%enje: Oznacimo sa T tacku presjeka teziSnica BE i CF trougla 4ABC (sl.6).
Dokaza¢emo da tacka T pripada i teZisnici AD trougla. Na osnovu tvrdnji 1% 2°,
slijedi da je P,agr =Psscr jer tacka T pripada teziSnici BE trougla 4ABC. Iz
istog razloga, posto tacka T pripada tezZisnici CF trougla AABC slijedi da je
Psscr = Puact - 1Z gornje dvije jednakosti dobijamo da je:

PiagT = PAACT )

odakle zakljuujemo na osnovu prethodnih osobina da tacka T pripada teZisnici iz
vrha A. Dakle, teZidnice trougla AABC se sijeku u jednoj tacki, g.e.d.

A

sl.6

Za vjezbu preporuc¢ujemo da se rijeSe sljedeéi zadaci:

1. Neka je ABCD konveksan Cetverougao a tacke A’ i B’ su simetricne vrhovima
A i B uodnosu navrhove C i D kao centre simetrije. Odrediti omjer povrsina
Cetverouglova A'B'AB i ABCD.

2. Neka je ABCD konveksan Cetverougao, a tatke M,N,P,Q su sredista stranica
AB,BC,CD,AD redom. DuZi AN,BP,CQ i DM obrazuju svojim presjeénim
tackama Cetverougao XYZT (ANNDM ={X}, ANNBP={Y}, BPNCQ={Z},
CQN DM ={T}). Dokazati da vrijedi jednakost:

Pozr = Paamx + Pasny + Pacez + Papgr -



3. Neka je 4ABC jednakostrani¢ni trougao i tatka M unutar tog trougla. Neka su
tatke A',B' i C’' podnozja normala povucenih iz tatke M na stranice BC,CA i
AB tog trougla. Dokazati da vrijedi jednakost:

Piave + Piswc' + Pioma = Paame + Paemc + Picva -

4. U konveksnom Cetverouglu ABCD se nalazi tacka M za koju vaZi jednakost:

Psmas = Pamec = Pamco = Pavoa -
Dokazati da tada jedna od dijagonala cetevrougla polovi drugu dijagonalu.

5. U konveksnom ¢etverouglu ABCD tacke M i N su srediSta dijagonala AC i
BD . Neka je E presjecna tacka stranica AB i CD, a F presjecna tacka stranica
BC i AD cetevrougla. Dalje, neka je tacka P srediSte duZi EF . Dokazati da su
tatke M,N i P Kolinearne (pripadaju istoj pravoj).

6. Neka je Cetverougao ABCD trapez (AB|CD). Neka je O presjecna tatka
njegovih dijagonala AC i BD . Dokazati da je tada P,sop = Pygoc -

7. Neka se tatka M nalazi na stranici BC trougla AABC. Kroz tacku M
konstruisati pravu koja dijeli taj trougao na dva dijale jednakih povrsina.

8. Neka je Cetverougao ABCD trapez (AB|CD) i tatka E e BC . Prava kroz vrh B

koja je paralelna duzi DE sijeCe krak AD trapeza u tac¢ki F. Dokazati da su
prave AE i CF paralelne.

9. Neka je O presjeCna tacka dijagonala AC i BD trapeza ABCD. Prava
povucena kroz tacku O koja je paralelna osnovicama trapeza sijece krake
trapeza u tatkama M i N . Dokazati daje OM =ON.
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