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Uvod

U Bosni i Hercegovini ve¢ pedesetak godina se organizuju regionalna i republicka
takmicenja iz matematike. U cilju postizanja sto boljih rezultata na tim takmice-
njima pojedine Skole sistematski tokom cijele Skolske godine rade sa ucenicima, a
pojedine skole i njihovi nastavnici sjete se, sdmicu ili dvije pred takmicenje, i onda
pokuSavaju da na brzinu pripreme ucenike za takmicenje. Buduéi da su zadaci
na takmicenju zahtjevniji od skolskih zadataka, to je pogresno je ocekivati da se
za desetak dana mogu posti¢i neki rezultati na takmicenju. Samo trajna znanja
mogu doc¢i do izrazaja na takmicenju, a ona se sticu postepenim i smisljenim
sistematskim radom.

Ovdje nam je zelja da postaknemo sistematski i planski osmisljen rad sa nada-

renim ucenicima. osnovne i srednje Skole. Dac¢emo neke smjernice za rad sa tezis-
tem na Teoriju brojevu.

Prije nego sto zaigramo neku utakmicu potrebno je da nauc¢imo hodati i tréati.
Tako je i sa matematikom. Prije nego sto podemo na takmicenje moramo znati
matematicki razmisljati i povezivati ranije stecena znanja u cilju sticanja novih
znanja. Zbog toga treba nas rad osmisliti tako da nam prevashodno bude cilj
razvijanje matematickog misljenja, a ne samo uvjez bavanje odredenih radnji.

Djeljivost

Krenimo od operacija sabiranja, oduzimanja i mnozenja cijelih brojeva. Kao sto
znamo ove operacije se mogu neograniceno vrsiti u skupu cijelih brojeva. No, kao
Sto znamo neki cio broj moze biti paran i neparan. Odmah se namecu sljedeca
pitanja:

1. Kada ¢e zbir dva broja biti paran, a kada neparan?

2. Kada ¢e proizvod dva broja biti paran, odnosno neparan?

3. Kada ¢e proizvod tri broja biti paran, a kada ¢e biti neparan broj?
4. Kada ¢e zbir tri broja biti paran, a kada neparan?

Nakon toga uraditi zadatak tipa:
Zadatak Da li su tacne sljedece tvrdnje? Vas odgovor obrazloziti.

i) Ako je zbir dva cijela broja paran broj, onda je njihova razlika takode paran
broj.



ii) Ako je zbir dva cijela broja neparan broj, onda je njihova razlika takode
neparan broj.

iii) Ako je zbir dva cijela broja neparan broj, onda je njihov proizvod paran.

iv) Ako je proizvod tri cijela broja neparan, onda je njihov zbir takode neparan
broj.

Operacija djeljenja u skupu cijelih brojeva nije uvijek moguca, zato treba
posvetiti duznu paznju djeljenju cijelih brojeva.

Definicija 1. Neka su a i b nenulti cijeli brojevi. Ako postoji cio broj ¢ takav da
je a = be, onda kazemo da b dijeli a i pisemo b | a. Ako je a # bc za svaki cio
broj ¢, onda kazemo da b ne dijeli a i pisemo bt a.

Sada treba obraditi djeljivost cijelih brojeva sa 2,3,4,5,6,8,9,10,11,12 1 15.

Iz definicije djeljivosti mogu se izvesti sljedec¢e osobine djeljivosti.
Teorem 2. a) Ako b| a, onda za svako ¢ € Z, b | ac.

b) Akoa|bib|ec, ondaalc.

c) Akoa|bialec, onda za svako x,y € Z a | (bx + cy).

d) Akoa|bib]|a, onda je a = %b.

e) Akoa|bia>0,b>0, onda jea <b.

f) Ako je neka suma djeljiva cijelim brojem i svi sabirci osim jednog su djeljivi
tim cijelim brojem, onda je @ taj sabirak djeljiv cijelim brojem.

U nizim razredima ovaj teorem ilustrirati na nekoliko primjera, a u visim
razredima dokazati. Obavezno uraditi nekoliko zadataka u kojima ¢e se primjeniti
tvrdnje ovog teorema.

Prosti brojevi

U Teoriju brojeva posebno mjesto zauzimaju prosti brojevi.

Definicija 3. Za prirodan broj p veci od jedan kazZemo da je prost ako je djeljiv
samo sa jedan 1 samim sobom. Za prirodan broj koji nije prost kaZemo da je
slozen.



Navesti nekoliko prostih brojeva. Zati postaviti pitanje da li je skup prostih
brojeva konacan skup. Odgovor na to pitanje daje

Teorem 4 (Euklid). Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva.
Sljededi teorem daje jednu jako lijepu osobinu prostih brojeva.
Teorem 5. Neka je p prost broj. Ako p | (ab), ondap|a ilip|b.

Na nekoliko primjera pokazati kako se cijeli brojevi rastavljaju na proizvod
prostih faktora. Nakon toga navesti sljede¢i teorem koji nam govori da ova fak-
torizacija vrijedi za sve cijele brojeve

Teorem 6 (Osnovni stav aritmetike). Svaki cio broj n moZe se napisati kao
proizvod potencija prostih brojeva

n = £23°255474 - pk

gdje su e; (i = 1,2,...,k) nengativni cijeli brojevi. Znak plus se uzima ako je
n pozitivan, a znak minus ako je n negativan broj. Owvaj prikaz je jednoznacno
odreden (do poretka faktora u proizvodu,).

Primjer 90 = 21325 i 924 = 2237111,
Teorem 7. Neka prirodni brojevi m i n imaju faktorizaciju
n=pipg g, m=plpy gt
Tada m | n ako i samo ako je
0<d; <e; (i=1,2,...,k).

Teorem 8. Prirodan broj
n=py'ps - pit
ma tacno
T(n)=(e1+1)(ea+1)---(ep+ 1)
pozitivnih djelitelja.
Primjer Pretpostavimo da je n prirodan broj takav da broj 2n ima 28 pozi-

tivnih djelitelja, a broj 3n ima 30 pozitivnih djelitelja. Koliko pozitivnih djelitelja
ima broj 6n?



Rjesenje Broj n prikazimo u obliku n = 2°13%p5* - - - pi*. Tada je

m = 21+e1362p§3 .. kav
In = 929 31+62p§3 .. p’ik7
6n = 21+€1 31+€2p§3 . _ka‘

Prema uslovu zadatka je

2+e)(ea+1)(es+1)---(ex+1) = 28,
(14+e1)(ea+2)(es+1)...(ex +1) = 30,
Stavimo t = (eg+1) - - - (ex+1). Tada je (2+e1)(e2+1)t = 281 (1+€1)(e2+2)t = 30.
Dakle, t je zajednicki djelilac brojeva 28 i 30 pa jet =11ili t = 2.

Ako jet =1, onda je (2+e1)(ea + 1) =281 (1 + e1)(e2 + 2) = 30. Odavde
nalazimo e; = 51 ey = 3. Tada je

7(6n) = (2+e1)(24e)t =7-5-1=35.

Akojet =2,ondaje (2+e1)(ea+1) =141 (14+e1)(e2+2) = 15. Jednostavno
se provjerava da ova jednacina nema rjeSenja u skupu cijelih brojeva.

Teorem 9 (Algoritam o djeljenju). Svaki cio broj a moze se na jedinstven nacin
pomocu datog prirodnog broja b predstaviti u obliku

a=bg+r, 0<r<hb,
gdje su q 7 cijeli brojeuvu.

Broj q se naziva koli¢nikom, a broj r ostatkom djeljenja broja a brojem b.
Na osnovu algoritma o djeljenju zakljuciti:

1. Svaki cio broj se moze napisati u obliku: 2k ili 2k + 1.
2. Svaki cio broj se moze napisati u obliku: 3k, ili 3k + 1 ili 3k + 2.
3. Svaki cio broj se moze napisati u obliku: 4k ili 4k + 1 ili 4k + 2 ili 4k + 3.

Svaki prosti broj vec¢i od tri moze se predstaviti u obliku 6k + 1 ili 6k — 1,
gdje je k nenegativan cio broj.

Podvuéi da se umjesto brojeva 2,3,4 mogu uzeti i drugi brojevi, tj. general-
izirati tvrdnju. Koriste¢i ovu ¢injenicu dokazati da je proizvod dva uzastopna
broja uvijek paran, da je proizvod tri uzastopna broja djeljiv sa 6, da je proizvod
cetiri uzastopna broja djeljiv sa 24=(4!). Generalizirati. Uraditi nekoliko za-
dataka iz ove oblasti.



Zadaci

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

L ® N o v W

. Koliko djelilaca ima broj 6!7

Ako prirodan broj n ima neparan broj razlic¢itih prostih djelilaca, on je
potpun kvadrat.

Naci a ako 3 | a, 4| ai7(a) = 14.

Ako je ab = cd, onda je broj a? + b* + ¢ + d? slozen.

Ako je n neparan broj, onda je broj n? — 1 djeljiv sa 8.

Dokazati 12 | (n* — n?).

Svaki prost broj veéi od 3 moze napisati u obliku 6k + 1 ili 6k + 5.

Ako su p i 8p? + 1 prosti brojevi, dokazati da je i 8p? + 2p + 1 prost broj.
Odrediti prost broj p ako se zna da su brojevi p+ 10 i p+ 14 prosti brojevi.
Ako su p i p? + 2 prosti brojevi, onda je p® + 2 prost broj.

Dokazati

(a) 6| (n®+5n),
(b) 30| (n° = n),
(c) Za koje n 120 | (n® —n)?

(3]a,3|b) < 3] (a®+?).

21| (a® + b?) = 441 | (a® + b?).

6|(a+b+c)e6](a®+b+c3).

Ako je p prost broj veéi od 3, onda 24 | (n? — 1).

Ako su p i g prosti brojevi veéi od 3, onda 24 | (p* — ¢?).

19 | (32 + Ty) = 19 | (43z + T5y),

17| (3a+2b) |= 17| (10a + b).

Ako 9| (a* +ab+b*), onda 3 | ai3|b.

Ako je p prost broj veéi od 3, onda je p? = 24t + 1 za neki prirodan broj t.

Naéi sve proste brojeve p i ¢ tako da je p* — 2¢* = 1.



Najvedi zajednicki djelilac

Definicija 10. Cio broj d je zajednicki djelilac brojeva a i b, ako d |a i d|b.

Co broj d je najveéi zajednicki djelilac brojeva a i b ako vrijed:
(i) d je zajednicki djelilac brojeva a i b;
(ii) za svaki zajednicki djelilac q brojeva a i b vrijedi q | d.

Svaki nenulti cio broj ima kona¢no mnogo zajednickih djelilaca, pa medu
njima postoji onaj najveéi i njega nazivamo najveéim zajednickim djeliocem.

Najveéi zajednicki djelilac brojeva a i b oznacavamo sa nzd(a,b). Neki autori
koriste oznaku (a,b). Ja izbjegavam ovu oznaku iz razloga $to moze do¢i do
zabune sa uredenim parom (a, b). Moze se koristiti i engleska oznaka gcd(a, b) ili
<a,b>.

Definicija 11. Za cijele brojeve a i b kaZemo da su uzajamno (relativno)
prosti ako je nzd(a,b) = 1.

Teorem 12. Neka su a,b i ¢ nenulti cijeli brojevi takvi da je ab = ¢2. Tada je
a=du®ib=dv? gdje je d = nzd(a,b).

Ovdje je vazno uociti sljedeéu ¢injenicu: Ako je d = nzd(a,b), onda postoje
cijeli brojevi u i v takvi da je a = du i b = dv. Brojevi u i v su uzajamno prosti.

Prilikom racunanja najveceg zajednickog djelioca treba koristiti sljedece ocigledne
¢injenice:

nzd(a,1) =1, nzd(a,a) = a, nzd(a,0) = a,
nazd(a,b) = nzd(b,a),nzd(a, aq) = a.
Koristec¢i formulu
nzd(a,b) = nzd(b,a — b)

mi mozemo ra¢unati najvecéi zajednicki djelitelj zamjenjujuci veci broj sa razlikom
veceg i manjeg broja.

Primjer

nzd(63,28) = nzd(28,35) = nzd(28,7) = nzd(7,21)
nzd(7,14) = nzd(7,7) = T7.

Primjer[IMO 1959.] Dokazati da se razlomak £ ne moze skratiti ni za
jednu vrijednost prirodnog broja n.




Rjesenje
nzd(2ln +4,14n+3) = nzd(14n+3,Tn+ 1)
= nzd(Tn+1,7n+2) =nzd(Tn+1,1) = 1.

Kako je nzd(21n+4,14n+3) = 1, to se ovi brojevi nemaju zajednickih faktora
osim jedan, pa se razlomak ne moze skratiti ni za jedan cio broj n.

Teorem 13. Ako je k prirodan broj, onda je nzd(ka, kb) = k - nzd(a,b).
Teorem 14. Ako su brojevi b i ¢ relativno prosti, onda iz c | ab slijedi c | a.
Teorem 15. Ako je a = bq + r, onda je nzd(a,b) = nzd(b,r).

Na prethodnom teoremu se zasniva Euklidov algoritam.

= bql—l—rl, O§T1<b,

b = rg+r, 0<ry<r,
re = reqgz+rs, 0<r3<ry
Tn—2 = Tp—-1Qn + Tn, 0 S Tn < Tn-1,
Tn—1 = TnQn+1-
Posto brojevi
1,72y oo s Thy ...

¢ine opadajuéi niz prirodnih brojeva to ¢e se ovaj niz nakon konacnog broja
koraka zavrsiti, tj. do¢i do jednakosti oblika 7, 1 = 7,¢,.11. Posljednji ostatak
koji je razli¢it od nule predstavlja najveci zajednicki djelilac brojeva a i b.

Teorem 16. Ako je d najveci zajednicki djelilac cijelih brojeva a i b, onda postoje
cijelt brojevi x iy takvi da je d = ax + by.

Postavlja se pitanje kako odrediti ove cijele brojeve x i y? Njih je najjedno-
stavnije odrediti iz tzv. prosirenog Euklidovog algoritama.

Teorem 17. Neka su a i b prirodni brojevi. Tada je
nzd(a,b) = s,a + t,b,
gdje su s, it, n—ti clanovi niza definisanog rekurzijom kako slijedi

S0 = 17 t() =0

5j = Sj—2 = ¢j—15j—1, tj =1lj—2— qj1tj—1
za j = 2,3,...,n gdje su q; kolicnici v divizionom FEuklidovom algoritmu za
nalaZenje najveceq zajednickog djelioca brojeva a i b.
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Primjer Neka je a = 252 i b = 198. Koriste¢i Euklidov algoritam odredimo
nzd(a,b), a zatim prikazimo nzd(a,b) kao linearnu kombinaciju brojeva a i b.
Imamo
252 = 1-198+ 54
198 = 3-544 36
54 = 1-36+18
36 = 2-18.
Dakle, nzd(252,198) = 18. Koli¢nici su redom: ¢ = 1, g2 =3, g3 = 1 i g4 = 2.
Sada koristimo algoritam prethodne teoreme za odredivanje nizova s; i t;.

so =1, to =0
81:0, tlzl,
82:80—81(]1:1—0'1:1, tgzt()—thlzo—]_'l:—]_,

83281—82(]2:0—1'3:—3, tgztl—tQQQzl—(—l)'3:4,
Sg=82—83q3=1—(=3)-1=4, ty=1ty—t3qg3=—-1—4-1=-5.

Posto je ry = nzd(252,198) = 18 to je
18=4-252—-5-198.

Ovo se moze sloziti u tabelu slicnu Hornerovoj Semi.

i 0112|314
Qi -1 311712
Si=58i—2—¢-15i—1 | 1|0 1]-3]|4
ti="ti—o—q—1ti—1 | O] 1]|-1]4|-5

Tada je nzd(a,b) = sqa +t4b =4 - 252 4 (=5) - 198.

Definicija 18. Zajednickim sadrzZiocem nenultih cijelih brojeva a i b po-
drazumjevamo svaki cio broj koji je djeljiv brojevima a i b. Nagmangi medu poz-
itionim zajednickim sadrZiocima brojeva a i b naziva se najmanjt zajednicki
sadrzilac brojeva a i b i oznacavamo ga sa nzs(a,b).

Za najmanji sajednicki sadrzilac i najveéi zajednicki djelilac brojeva a i b
vrijedi

nzs(a,b) - nzd(a,b) = |ab|.

Naime, ako je d = nzad(a,b), onda je a = du, b = dv, gdje su u i v relativno
prosti cijeli brojevi. Tada je nzs(a,b) = d|uv|, pa je

nzs(a,b) - nzd(a,b) = dluv| - d = |du - dv| = |ab|.



Zadaci

1. Dokazati da se razlomeci

12n+1 . 2In+4
1
30n+2 14n+3

ne mogu skratiti ni za jednu vrijednost broja n.

2. Dokazati da je
nzd(5a + 3b,13a + 8b) = nzd(a, b).

3. Naci sve brojeve s kojima se moze skratiti razlomak

5+ 5
Sn+7

4. Ako se razlomak
an+b

cn+d
moze skratiti sa k, onda je cio broj ad — bc djeljiv sa k.

(n € N)

5. Neka je d,, = nzd(3n+5,5n+3) n € N. Odrediti A = {d,|n € N}. Za svako
k € A odrediti By = {(n € N|k = nzd(3n + 5,5n + 3)}.

6. Najmanji zajednicki sadrzilac dva broja je za 10 ve¢i od njihovog zajednickog
djelioca. Naci ta dva broja.

7. Dat je pravougaonik sa stranicama 324cm i 141lcm. Prvo je odrezujemo
jedan po jedan kvadrat sa stranicom 141cm sve dok ne dobijemo pravouga-
onik u jojem je jedna stranica manja od 14lcm. Od ovog pravougaonika
odrezujemo jedan po jedan kvadrat ¢ija je duzina stranice jednaka manjoj
stranici ovo pravougaonika sve dok ne dobijemo pravougaonik kod kojeg
je jedna stranica manja od manje strane ovog pravougaonika itd. Kolika
je stranica posljednjeg odrezanog kvadrata? Koliko smo odrezali ukupno
kvadrata i kojih dimenzija?

8. Nadite (bar jedan) par prirodnih brojeva a i b, tako da se od pravougaonika
a X b mogu izrezati tacno 6 kvadrata maksimalnih i razlic¢itih dimenzija.



9. Tri automata na ulazu primaju uredene parove cijelih brojeva i na izlazu
takode daju uredeni par cijelih brojeva. Ako je na sva ulazu sva tri automata
par (m,n), onda na izlazu prvog automata je par (m-+n,n), drugog automa
par (m —n,n) i treCeg automata par (n,m).

a)Da li se automati mogu uvezati tako da par (19, 18) na ulazu u niz au-
tomata daje na izlazu (7,13) ili (12,21)? (Na raspolaganju svakog tipa
automata imamo dovoljan broj.)

b) Odrediti potreban i dovoljan uslov da ulaz (a,b) daje izlaz (¢, d).

10. Neka je na milimetarskom papiru nacrtan pravougaonik dimenzija 272 mm x
204 mm tako da mu stranicice idu duz linija na milimetarskom papiru.

Povucimo jednu njegovu dijagonalu i odredimo kroz koliko ¢vorista milimetarskog

papira prolazi dijagonala. Drgim rijecima, koliko parova cijelih brojeva lezi
na dijagonali. Generalizirati ovo za paralelogram stranica amm i bmm.

Kongruencije

Definicija 19. Neka su a @ b cijeli brojevi i m prirodan broj veci od 1. Ako
m | (a —b), onda kazemo da je a kongruentno broju b modulo m i pisemo
= b( mod m).

Teorem 20 (Osnovne osobine kongruencije).

a) Ako je a = b( mod m), onda brojevi a i b imaju isti ostatak pri djeljenju sa
m.

b) Ako je a =b( mod m) i c=d( mod m), onda je a = c¢=b=xd( mod m).

c) Ako je a =b( mod m) i ¢ =d( mod m), onda je ac = bd ( mod m).

d) Ako jea=0b( ) i d( )

mod m), onda je a* = b* ( mod m).

e) Ako jea=b( mod m) i c =d( mod m), onda je P(a) = P(b) ( mod m) za
svaki polinom P(x) sa cjelobrojnim koeficijentima.

Primjer Naéi ostatak pri djeljenju broja 1978% sa 125.
Rjesenje Kako je 1978 = 2000 — 22 i broj 2000 je djeljiv sa 125, to je

1978 = —22 (mod 125).
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Tada je
1978% = (—22)?° ( mod 125).

Nadalje, je
(—22)% = 484" = (—16)" (mod 125) = 256° = 6° ( mod 125) = 26 ( mod 125).

Primjer Ako su za neki prirodan broj n brojevi 2n 4+ 1 i1 3n + 1 potpuni
kvadrati, onda 40 | n.

Rjesenje Neka je 2n + 1 = a? i 3n + 1 = b%, gdje su a i b prirodni brojevi.
Posmatrajmo kongruencije po modulu 8.

n 0[1(2]3]|4|5|6|7
2n+1 | 1|3 |5 7|1]3|5]|7

Dakle, 2n + 1 daje ostatke {1,3,5,7} pri djeljenju sa 8. Nadalje, imamo

a |[0]12(3]4]|5|6|7
a> 014101 ]4]1

Dakle, a? ima ostatke 0,1,4. Kao je a®> = 2n + 1, to ostaci moraju biti isti. To
znaci mora biti a? = 1 (mod 8) i

2n +1=1(mod 8).

Odavde slijedi da je n = 4k. Tada je b* = 12k + 1. Primjenimo kongruenciju po
modulu 8. Imamo
b> = 12k + 1 = 4k + 1 (mod 8).

k 011(2]3]4[5|6|7
4k+1 |1 {51 |51 |5|1|5

Dakle, b = 1 ili 5 (mod 8). Kako kvadrat prirodnog broja moze biti kongru-
entan 0 ili 1 ili 4, to imamo samo jednu moguénost b = equivl (mod 8). Dakle,
b2 = 8 + 1, paje 12k +1 = 8 + 1, tj. 3k = 2i. Dakle, k je paran broj, tj.
k = 23, pa je n = 4k = 8. Dakle, n je djeljiv sa 8. Potrebno je da pokazemo da
je n =0 (mod 5).

o

=)
—_
[\
w

DN
=

_I_
[
—_
)
(\]
w
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Kako je a®> = 2n +1i b*> = 3n + 1 po modulu 5, to vidimo da samo sluéaj
n = 0 (mod 5) zadovoljva uslove. Naime, za n = 1(mod 5) i n = 4(mod 5) je
2n + 1 = 3(mod 5), a a® ne moze nikad biti kongruentno 3 po modulu 5. Za
n = 2(mod 5) je b* = 3n + 1 = 2, §to je nemoguce. Ako je n = 3 (mod 5), onda
je a® =2n+1 =2 (mod 5), §to je nemoguée. Dakle, n = 0 (mod 5).

Zadaci

10.

11.

12.

13.
14.

15.

Odrediti ostatk pri djeljenju broja 22 sa 13.
Odrediti ostatak pri djeljenju broja 317%°® sa 15.
Odrediti posljednju cifru u dekadskom zapisu broja 3409

Odrediti najmanji prirodan broj n takav da je broj n? + 1 djeljiv sa 13.

. Dokazati da 4n? + 4 nije djeljivo sa 19 ni za jedna prirodan broj n.

. Odrediti sve prirodne brojeve n, takve da broj n® — n? nije djeljiv sa 504.

Naéi sve prirodne brojeve n za koje je broj 10" 4 8 djeljiv sa 72.

. Ako su trocifrenom broju djeljivom sa 7, dvije posljednje cifre iste, dokazati

da je zbir cifara tog broja djeljiv sa 7.

. Naéi najmanji prirodan broj n takav da je 2001™ — 1 djeljiv sa 22902,

Neka je prirodan broj n relativno prost sa 10. Dokazati da 101 potencija
broja n ima iste tri posljednje cifre kao n.

Ako prirodan broj n nije djeljiv sa 7, dokazati da je jedan od brojeva n® —1
i n? + 1 djeljiv sa 7.

Ako je n proizvoljan neparan prirodan broj, dokazati da je broj (n?—1) (n+
3) djeljiv sa 24.

Petocifreni broj a378b je djeljiv sa 72. Odrediti cifre a i b.

Naci sve prirodne brojeve n (sa bar tri cifre) koji imaju osobinu da se brojevi
r i 22 u dekadskom sistemu zavrsavaju sa tri iste cifre.

Da li postoje cijeli brojevi m i n takvi da je m? 4 2010 = n2?
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Diofantove jednacine
Jednacine ¢ija se rjeSenja posmatraju u skupu cijelih brojeva ili u nekom njegovom
podskupu nazivaju se Diofantove jednacine.
Definicija 21. Jednacina oblika
ax + by = c,

gdje su a,b i c cyeli brojevi naziva se linearna Diofantova jednacina. Uredeni par
cijelih brojeva (s,t) za koji je
as+bt =c

naziva se rjsenje linearne Diofantove jednacine.

Teorem 22. Linearna Diofantova jednacina
ar+by =c

ima rjesenge ako i samo akonzd(a,b) | c. Utom slucaju je opste rjesenje jednacine

oblika

c b
= t
. nzd(a, b)u + nzd(a,b)
Y — (teZz),

v= nzd(a,b) nzd(a,b)
gdje suu iv cijeli brojevi odredeni Euklidovim algoritmom tj. au+bv = nzd(a,b).

Ako su brojevi a i b uzajamno prosti, onda jednacina ax + by = ¢ ima uvijek
rjesenje.

Primjer Neka je p prost broj. U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednacinu

RjeéenjeKakoje%>%i%>itojep<xip<y.Nekajex:p+u,y:p—i-v

gdje su v i v prirodni brojevi. Tada je

1 1 1

+ .
p+u p+o [

Nakon sredivanja dobije se p*> = uv. Neka je d = nzd(u,v). Tada iz p* = wv
slijedi u = da?, v = db* gdje su a i b prirodni brojevi. Tada je p = dab. Kako je
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p prost broj, to imamo sljede¢e moguénosti: d =p,a=b=1,a=p,b=d=11
b=p, a=d=1. Tada je
r=p+u=p+dd

pajex =2pili x = p+ p?ili = p + 1. Analogno nalazimo da je y = 2p, ili
y=p+1ili y = p+ p? Dakle,

(z,y) € {(2p,2p), (p(p+1),p+1),(p+ 1L, p(p+ 1))}

Primjer U skupu cijelih brojeva rijesiti jednacinu
1522 — 7% = 9.

Rjesenje Posmatrajmo kongruenciju po modulu 3. Tada je —y* = 0 (mod 3),
pa je y = 3y;. Tada imamo
52 — 21y} = 3.

Ponovo primjenjujemo kongruenciju po modulu 3 i zaklju¢ujemo da 3midz, pa je
x = 3z;. Dalje je 152 — Ty? = 1. Ponovo kongrunecija po modulu 3 i dobijamo

y? = —1(mod 3), $to je nemoguée. Dakle, jedna¢ina nema rjeSenja u skupu
cijelih brojeva.

Primjer Rijesiti sistem linearnih kongruencija

x =3 ( mod 10), z = 5 (mod 14).

Rjesenje Iz prve kongruencije imamo x = 10t 4+ 3 za neki cio broj ¢. 1z druge
kongruencije imamo x = 14s+ 5 za neko s € Z. Odavde imamo 10t = 14s + 2, tj.
5t = T7s + 1. Primjenom kongruencije po modulu 5 dobije se 2s + 1 = 0 (mod 5).
Dakle, 2s + 1 = bu(u € Z). Odavde slijedi da je u neparan broj, pa je u =
20+ 1 (veZ) Tadaje s=5v+2ixz="T00+33 (v EZ).

Zadaci
1. Naci sve parove (p, q) prostih brojeva tako da je p* — ¢° = (p + ¢)*.
2. Naéi sva cjelobrojna rjeSenja jednacine a® — 2y3 — 423 = 0.
3. Naci cjelobrojna rjesenja jednacine zy + 3x — by + 3 = 0.
4. Rijesiti sistem kongruencija

r =3 (mod 8), x =7 (mod 12).
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10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

. Ucenik je na testu imao 20 zadataka. Za svaki ispravno rijeSen zadatak

dobio je 8 bodova, za svaki pogresno rijesen zadatak dobio je minus pet
bodova, a za zadatak koji nije ni pokusao rijesiti dobio je nula bodova. Na
kraju je ucenik imao 29 bodova. Koliko je zadataka ispravno rijesio i koliko
zadataka nije ni pokusao rijesiti?

. Da li je moguc¢e 30 KM razmijeniti u 12 novcéanica od 1KM, 2KM i 5KM.

Ako je odgovor pozitivan onda naci broj razlicitih nacina.

Naé¢i najmanji prirodan broj sa sljedeé¢im svojstvima: njegova polovina je
kvadrat cujelog broja, njegova tre¢ina je kub cijelog broja i njegova petina
je peti stepen nekog prirodnog broja.

. U skupu cijelih brojeva rijesiti jednacinu (z+vy)(x+3y) = p, gdje je p prost

broj.

. U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednacinu

1 1 1 2
-4 —=—+ -
n m mn 5

Dokazati da jednacina 222 — 5y? = 7 nema cjelobrojnih rjesenja.
Dokazati da jednacina 1522 —7y% = 9 nema rjeSenja u skupu cijelih brojeva.

Neki cio broj u decimalnom zapisu pise se sa 300 jedinica i izvjesnog broja
nula. Da li taj broj moze biti potpun kvadrat?

Neka je b cifra jedinica broja 2" i neka je 2" = 10a + b. Dokazati da je broj
ab djeljiv sa 6.

Izvjestan broj od 15 listova papira isjecen je na po 10 dijelova, zatim se od
dobijenih listova isjeku jos neki na po deset djelova itd. Kad su izbrojani
dobijeni listi¢i, pokazalo se da ih ima 2012. Dokazati da su listovi pogresno
izbrojani.

Naéi najmanji prirodan broj ¢iji je ostatk pri djeljenju sa 2,3,5,7 1 11 jednak
jedinici.

Nadite bilo koja tri susjedna prirodna broja, od kojih je svaki od njih djeljiv
sa kvadraton nekog cjelog broja veceg od 1. Da li se ova tvrdnja moze
generalizirati, tj. da li za svaki cio broj k postoji niz od susjednih prirodnih

brojeva od kojih je svaki djeljiv sa kvadratom nekog prirodnog broja veceg
od 17
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17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.

Naéi najveci prirodan broj n za koji postoji tacno jedan prirodan broj k

takav da je
5 n 9

< < —.
9 n+k 16

Odrediti sve proste brojeve p takve da je 2p* — p? + 16 potpun kvadrat.

Odrediti sve uredene trojke (a, b, p) prirodnih brojeva takve da je p prost

broj i da je
_9 2a — b
P= N2t

Dokazati da zbir tri i vise uzastopnih prirodnih brojeva nije nikada prost
broj.

Ako je prirodan broj m kvadrat nekog prirodnog broja, dokazati da je
proizvod dvije zadnje cifre broja n (cifre desetica i cifre jedinica) paran
broj.

Naéi sve trocifrene prirodne brojeve sljede¢ih osobina: ako se ispred pos-
matranog broja napiSe ista cifra koja stoji na mjestu jedinica dobije se
¢etvorocifreni broj koji je za 18 manji od sedmostrukog posmatranog broja.

Napisati sve parove uzajamno prostih prirodnih brojeva ¢iji je proizvod
415800.

Napisimo cifre nekog broja u obrnutom poretku. Dokazati da tako dobijeni
broj ne moze biti dvaput veéi od pocetnog broja.

Naéi cetvorocifreni broj abed takav da je

abed = d - dba.

Jedan broj se moze rastaviti na dva faktora cija je razlika 6, a zbir njihovih
cetvrtih stepena je 272. Koji je to broj?

Dokazati da je zbir kvadrata bilo kojih pet uzastopnih cijelih brojeva djeljiv
sa b, ali nije djeljiv sa 25.

Ako su p i 8p — 1 prosti brojevi, dokazati da je broj 8p + 1 slozen broj.

Kvadrat nekog prirodnog broja je Sestocifreni broj koji se sastoji, kada se
posmatraju dvije po dvije cifre, od tri dvocifrena broja. Prvi i trec¢i od njih
su jednaki, a srednji je dvaput manji. Odrediti broj sa ovom osobinom.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.
39.
40.

41.

42.

Dokazati da izraz

3nt+6n°—2n2 —3n+3
n?4+3n+2

(n € N)

nije cio broj ni za jedno n € N.

Naéi cetvorocifren broj koji je potpun kvadrat i ¢ije su prve dvije cifre, kao
i posljednje dvije cifre, jednake.

Dokazati da kvadrat proizvoljnog prostog broja veég od tri, pri djeljenju sa
12 daje ostatak 1.

Zbir dvocifrenog broja i broja koji ima iste te cifre, ali napisane obrnutim
redom, daje potpun kvadrat. Naci sve takve brojeve.

Svaki cijeli stepen trocifrenog broja zavrsava se na one tri cifre, kojima se
pise taj broj (red pisanja cifara je nepromjenjen). Koji je to broj?

Naéi cetvorocifreni broj koji pri djeljenju sa 131 daje ostatak 112, a djel-
jenjem sa 132 daje ostak 98.

Odrediti sve dvocifrene brojeve koji su 14 veci od proizvoda svojih cifara.

Odrediti ¢etvorocifreni broj abed koji ispunjava uslove cda — abe = 297 i
a+b+c=23.

Odrediti sve trocifrene brojeve abe koji imaju osobinu abe. = xyzabe.
Ako je ¢d = 2 - ab, onda broj abcd ne moze biti potpun kvadrat.

Od cifara 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 sataviti dva broja P i () koji ¢e zadovoljavati
sljedece uslove:

a) Prva cifra brojeva P i @) nije nula.

b) Svaka od navedenih cifara se javlja jedanput i to samo u jednom iod
navedenih brojeva P i Q).

¢) Broj @ je devet puta veéi od broja P.
Naéi prirodne brojeve m i n koji zadovoljavaju jednac¢inu

U420+ nl =m?
Naéi sve dvocifrene brojeve koji su djeljivi proizvodom svojih cifara.
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43.
44.
45.

46.

47.

48.

49.
20.
ol.
52.
23.
o4.
59.

26.
7.

Nadi sve trocifrene brojeve koji su djeljivi proizvodom svojih cifara.
Odrediti sve prirodne brojeve n tako da 5 | (n? +n — 2).
Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je n? 4+ n + 1 djeljivo sa 21.

Naéi sve dvocifrene brojeve kod kojih se zbir cifara ne mijenja mnozenjem
broja sa 2,3,4,5,6,7,8,9. (Uputstvo: Ako je a trazeni bro, onda brojevi:
a,2a,3a,...,9a imaju isti zbir cifara. Broj 9a je djeljiv sa 9, pa mu je i zbir
cifara djeljiv sa 9. Dakle, zbir cifara broja a je djeljiv sa 9, pa je i broj a
djeljiv sa 9.)

Odrediti sve parove (a,b) prirodnih brojeva tako da su brojevi %3 + 17%3

i
% + % prirodni brojevi.

Odrediti sve parove (a, b) prirodnih brojeva tako da su brojevi @ + 46%
i % + % prirodni brojevi, gdje je p neki prost broj.

U skupu prirodnih brojeva rijesiti jednacinu 2% 4 3¥ = 2.

Ako je broj Tyyy, (y # 0) djeljiv brojem Ty, onda je x = y. Dokazati!
Odrediti cifre x i y tako da je 4779 + 8V9% = 21779,

Nadi sve parove (p, q) prostih brojeva, takvih da je 2p? + 1 = ¢°.

Naci sve parove prostih brojeva (p, q) takvih da je 2(p® — ¢*) = (p — q)°.
Nadi sve parove (p, q) prostih brojeva tako da je p* — ¢° = (p + q)°.

Nadi sve parove prostih brojeva p i ¢ tako da je p* + 3pq + ¢* a) potpun
kvadrat: b) potencija broja 5.

Naci sve parove prirodnih brojeva (a,b) tako da je ab = 160 + 90 nzd(a, b).
Nagéi sve parove prirodnih brojeva (a,b) a < b tako da je

ab = 300 + Tnzs(a,b) + 5nzd(a,b).
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