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Sarajevo, 16. 4. 2011. godine

I razred

1. Faktorisati izraz:

(a+2b-3c) +(b+2c—3a) +(c+2a-3b).

2. Za okruglim stolom sjedi deset ucenika. Svaki od uc¢enika zamisli jedan broj i taj broj
saopStava samo svojim susjedima (lijevo 1 desno) da ga pri tome drugi u¢enici ne ¢uju.
Dakle, svaki ucenik saopsti jedan broj 1 sazna brojeve koje su zamislili njegovi susjedi.
Nakon toga, svaki od u€enika, iduc¢i redom u krug, javno saopsti aritmeticku sredinu
dva broja koja je saznao od svojih susjeda. Ako su redom javno saopSteni brojevi

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, koji broj je zamislio u€enik koji je javno saopstio broj 6 ?

3. Trougao AOB se rotacijom u ravni oko vrha O za ugao 90° preslikava u trougao

A OB, (pri ¢emu se tatka A slikau tacku 4,, a tacka B u tacku B,). Dokazati da je

teZiSnica trougla OAB, na stranicu 4B, normalna na pravu odredenu tackama 4, 1 B.

4. Dokazati da za svaki prirodan broj »n bar jedan od brojeva
A=2n-1,B=5n-1,C=13n-1

nije potpun kvadrat.

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.
Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta.

SRETNO!
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| RAZRED
1. Zadatak

Faktorisati izraz:

(a+2b—3c)%+ (b + 2c —3a)® + (c + 2a — 3b)3.

RjeSenje:
Primjetimo da vrijedi
(a+2b—3c)+(b+2c—3a)+(c+2a—-3a) =0.

Prema poznatom algebarskom identitetu, ako vrijedi x + y +z = 0, onda slijedi x3 +y3 + 2% =

3xyz.
Primjenom ovog identiteta imamo da vrijedi:

(a+2b—3c)®+ (b+ 2c—3a)®+ (c +2a—3b)3
=3(a+2b—-3c)(b+2c—3a)(c+ 2a— 3b).
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| RAZRED
2. Zadatak

Za okruglim stolom sjedi deset ucenika. Svaki od uc¢enika zamisli jedan broj i taj broj saopstava samo
svojim susjedima (lijevo i desno) da ga pri tome drugi ucenici ne ¢uju. Dakle, svaki ucenik saopsti
jedan broj i sazna brojeve koje su zamislili njegovi susjedi. Nakon toga, svaki od u¢enika, idu¢i redom
u krug, javno saopsti aritmetiCku sredinu dva broja koja je saznao od svojih susjeda. Ako su javno

saopSteni brojevi redom 1,2, 3,4, 5, 6, 7,8, 9, 10, koji broj je zamislio u¢enik koji je javno saopstio

broj 6 ?

RjeSenje:

Suma brojeva koje u¢enik primi je dva puta veca od broja kojeg uc¢enik javno saopsti. Posto su javno
saopsteni brojevi 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10 (redom okruglim stolom), uc¢enik koji je javno izgovorio broj

5, primio je dva broja ¢ija je suma jednaka 10. Njegovi susjedi su javno izgovorili brojeve 4 1 6.

Dakle, ako je ucenik koji je javno izgovorio broj 6 odabrao broj x, onda je ucenik koji je javno

izgovorio broj 4 odabrao broj 10 — x.

Posmatrajmo sada ucenika koji je javno izgovorio broj 3. Taj ucenik je primio dva broja ¢ija suma je 6
i jedan od tih brojeva je 10 — x (od ucenika koji je javno izgovorio broj 4). Drugi broj, koji je primio

od ucenika koji je javno izgovorio broj 2, jednak je x — 4.

Analogno, u¢enik koji je javno izgovorio broj 8, morao je odabrati broj 12 + x.

No, ucenik koji je javno izgovorio broj 7 je primio dva broja ¢ija suma je 14, tj.
x+ (12 +x) = 14,

t.
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| RAZRED
3. Zadatak

Trougao AOB se rotacijom u ravni oko vrha O za ugao 90° preslikava u trougao A OB, (pri
¢emu se tacka A slika u tacku A, a tatka B u tatku B,). Dokazati da je teZiSnica trougla

OAB, na stranicu AB, normalna na pravu odredenu tackama A, 1 B.

RjeSenje:

Neka je OC tezisnica trougla OAB, na stranicu AB,. Neka tacka D leZi na produzetku OC
tako da je OC =CD (vidi sliku). PokaZzimo da su trouglovi AOD i OAB podudarni. Prema
konstrukceiji je AO =OA,. Dalje, cetverougao AOB,D je paralelogram (jer mu se dijagonale
polove), pa imamo da je AD =O0B, =0OB. Napokon, ZOAD=/A0OB (jer se prema
konstrukciji radi o uglovima sa normalnim kracima: AO L OA 1 OB LOB,) 1 AD||OBl . Odatle
slijedi da su trouglovi AOD i1 OAB podudarni i dvije stranice jednog od njih su respektivno

normalne na dvije stranice drugog trougla. Slijedi da je i tre¢a stranica prvog trougla normalna na

preostalu stranicu drugog trougla, tj. OD L A B
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| RAZRED
4, Zadatak

Za svaki prirodan broj n, bar jedan od brojeva
A=2n—-1, B=5n-1, C=13n-1

nije potpun kvadrat.

RjeSenje:
Posmatrajmo n po modulu 4.

o n=0(mod4)ilin =2 (mod4) = A = 3 (mod4) i A nije potpun kvadrat.

e n =3 (mod4) = B = 2 (mod4) i B nije potpun kvadrat.

e n=1(mod4) =>A=8t+1,B=4(5t+1), C=4(13t + 3). Pretpostavimo da su 4, B, C
potpuni kvadrati.

Ako je B potpun kvadrat, onda je i broj (5t + 1) potpun kvadrat. Sli¢no, ako je broj C potpun
kvadrat, tada 1 broj (13t + 3) mora biti potpun kvadrat.

Dakle, vrijedi:
8t+1=x% ©5t+1=y? 13t+3=2z%
Odavde slijedi:
x2+y?=2%2-1.

No, z2 = 0 (mod4) ili z2 = 1 (mod4) = x? + y? = 0 (mod4) ili x* + y? = 3 (mod4).
Odavde zaklju¢ujemo da vrijedi:

x% +y? = 0 (mod4).
Dakle,

x?2 = y? = 0 (mod4),

§to je u kontradikcija sa x? = 8t + 1 = 1 (mod4).
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UDRUZENJE MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE / BOSNIAN
MATHEMATICAL SOCIETY
Zmaja od Bosne 35/IV, 71000 Sarajevo, Bosnia and Herzegovina
BiH Tel. (++387)(33) 279-935; Fax: (++387)(33) 649-342

51. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA
Sarajevo, 16. 4. 2011. godine

II razred

1. Odrediti koeficijent ¢ polinoma x* + x + ¢ ako njegove nule x, i x, zadovoljavaju
jednakost:

3 3
2x, 2x,

+
2+x, 2+x

=-1.

2. Nekaje p > 2 prost broj i neka su m i n prirodni brojevi takvi da je

m I 1 1
— =+ttt +—.
n 2 3 p—1

Dokazati da je broj m djeljiv brojem p .

3. Neka je [ centar upisane kruznice, a O centar opisane kruznice trougla ABC, pri
¢emu je LACB =30". Na stranicama AC 1 BC odabrane su tacke £ i D redom,
tako da vrijedi E4 = AB = BD . Dokazati daje DE =10 i p(D,E) L p(I, O).

4. Neka je n prirodan broj i posmatrajmo skup S = {n, n+l,n+2, ...,Sn}.
a. Dokazati da ako je skup S razbijen na dva disjunktna podskupa, onda postoje
tri broja x, y, z (ne obavezno razlicita) koji pripadaju istom podskupu skupa
S izakoje vrijedi x+y=z.
b. Dalitvrdnja pod a. vrijedi ako umjesto skupa S posmatramo skup
S'= {n, n+l,n+2,..5n- 1} ? Odgovor obrazloziti!
Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta.
SRETNO!
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Il RAZRED

1. Zadatak
Odrediti koeficijent ¢ polinoma X + X +C ako njegove nule X, i X, zadovoljavaju jednakost:

ZLI:;_Fi:—l.
24X, 24X

RjeSenje:
Nakon mnoZenja sa (2+ X, (2 + X, ), data jednakost se transformise u
2% (24 %)+ 2%, (24 %)+ (2+% )2 +X%,)=0, .
4(x13 + x23)+ 2(x14 + x24)+ 4+42(x, + X%, )+ XX, =0. (1)
Dalje je
X2 4%, = (X + %, ) —2X,X,, (2)
X% = (X +%,) =3%%,(X, +X%,), (3)
X%t =(x +x,) —4x1x2(x12 + xzz)—6x]2x22. 4)

Prema Vieteovim pravilima je:

X +X, ==1,(5)
XX, =C. (6)
Uvrstavanjem (2) — (6) u (1), nakon sredivanja, dobije se jednadzba
4¢* +5¢ =0,
" C . 5
¢ijasurjeSenja ¢, =01¢cC, = 4
2. Zadatak

Neka je p > 2 prost broj i neka su m 1 n prirodni brojevi takvi da je

m 1 1 1
—=l+—+—F.+—.
n 2 3 p-1

Dokazati da je broj m djeljiv brojem p.

RjeSenje:

Koriste¢i ¢injenicu da je p—1 paran broj, sabiranjem prvog i posljednjeg sabirka, drugog i
PN

(p-D!

pretposljednjeg sabirka, itd. Nakon sredivanja se desna strana moze napisati u obliku

2

pa slijedi da je
pnN =m(p-1D)!.

Kako p nedijeli (p—1) to p dijeli m, §to je i trebalo dokazati.
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Il RAZRED
3. Zadatak

Neka je I centar upisane kruznice, a O centar opisane kruznice trougla ABC, pri ¢emu je <ACB =

30°. Na stranicama AC i BC odabrane su tacke E i D, respektivno, tako da vrijedi EA = AB = BD.

Dokazati da je segment DE jednak i ortogonalan segmentu /0.

RjeSenje:

Produzimo Al do presjeka sa opisanom kruznicom u tacki F. Iz uslova da je I centar upisane kruznice
slijedi da je Al simetrala ugla kod vrha A trougla ABC. Trougao EAB je jednakokraki trougao, pa je Al

teziSnica, simetrala i visina u tom trouglu. Neka prava Al sijece stranicu EB u njenom sredistu M.
Odavde slijedi da je trougao EFB jednakokraki trougao (AM simetrala duzi EB).
Sada imamo:

ZEFB = 24AFB = 24ACB = 60°.

Dakle, trougao EFB je jednakokraki trougao sa uglom od 60° medu svojim krakovima, tj. trougao

EFB je jednakostrani¢ni trougao, tj. FB = BE.

Koristeci ¢injenicu FB = FC = FI, zakljuujemo da je trougao IBF jednakokraki (mogli smo racunati

uglove i zakljuéiti <IBF = «BIF = ‘“’““Czﬂ)‘

1z posljednja dva zakljucka slijedi
FI =BE. (1)

Talka F je srediste luka BC, a odavde slijedi da je FO simetrala tetive BC. Prava AF je simetrala duZi

BE, pa vrijedi IF 1 BE.

Dakle, «OFI i <EBD su uglovi sa normalnim kracima i vrijedi:
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X0FI = ¥EBD. (2)

Koristeéi ¢injenicu da je centralni ugao dva puta veci od periferijskog ugla imamo da vrijedi <AOB =

60°. Dakle, trougao AOB je jednakostrani¢an trougao, a odavde slijedi:
OA = 0B = AB = AE = BD. (3)
Iz (1), (2) i (3) zaklju¢ujemo da vrijedi AOFI = AEBD, tj. I0 = ED i <FI0O = ¥BED.

Iz «FI0 = ¥BED i FI L BD slijedi da su i preostala dva kraka ovih uglova ortogonalna, tj. [0 L ED.
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Il RAZRED

4. Zadatak

Neka je n prirodan broj i posmatrajmo skup S = {n, n+1Ln+2, ...,Sn}.

a. Dokazati da ako je skup S razbijen na dva disjunktna podskupa, onda postoje tri broja
X, Y, Z (ne obavezno razli¢ita) koji pripadaju istom podskupu skupa S i za koje vrijedi

X+y=2.

b. Dalitvrdnja pod a. vrijedi ako umjesto skupa S posmatramo skup

S'= {n, n+Ln+2,..,5n— 1}? Odgovor obrazloziti!

RjeSenje:
a. Neka je skup S razbijen na disjunktne podskupove A 1 B.

Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi. Neka je n e A. Tada je 2n=n+n e B. Otuda slijedi da
mora biti 4n=2n+2ne A. Tada je 5Sn=n+4n e B. Sada broj 3n pripada ili skupu A ili
skupu B. Ako 3ne A, onda je n+3n=4n, aako 3n € B, onda je 2n+3n =5n. Konztradikcija
sa pretpostavkom pa je treba odbaciti. Dakle, tvrdnja zadatka vrijedi.

b. Ne vrijedi. Posmatrajmo razbijanje na skupove A i B tako da je
A={nn+1,..2n-1}U{dn,4n+1,..,5n—1}i B={2n,2n+1,...,4n—1},
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UDRUZENJE MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE / BOSNIAN
MATHEMATICAL SOCIETY
Zmaja od Bosne 35/IV, 71000 Sarajevo, Bosnia and Herzegovina
BiH Tel. (++387)(33) 279-935; Fax: (++387)(33) 649-342

51. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA
Sarajevo, 16. 4. 2011. godine

III razred

1. Odrediti vrijednosti realnog parametra A za koje jednadzba

1+1:/1

sinx cosx

. . . T
ima nulu sadrzanu u intervalu (O, 5] .

2. Prirodni brojevi a i b zadovoljavaju sljedeéu jednadzbu a’ + 4a = b* . Dokazati da je

broj a oblika 2¢*, gdje je ¢ prirodan broj.

3. Neka su AD i BE simetrale unutrasnjih uglova trougla ABC. Neka su x, y i z

udaljenosti od tacke M , koja lezi na segmentu DE, do stranica BC, CA i AB,

respektivno. Dokazati da vrijedi z=x+y.

4. Dokazati da se medu svakih 6 iracionalnih brojeva mogu izabrati tri broja a, b, ¢ takva

da su brojevi a+b, b+c, c+a opet iracionalni.

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.
Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta.

SRETNO!

www.umtk.info 11



Il RAZRED
1. Zadatak

Odrediti vrijednost realnog parametra A za koje jednacine

1 1
sinx cosx

. v . Vs
ima nulu sadrZanu u intervalu (0, E)'

RjeSenje:

Lijeva strana jednaine je pozitivha na ovom intervalu, pa slijedi da je A > 0. Transformacijom

pocetne jedna¢ine imamo:
sinx 4+ cos x = Asinx cos x,
a nakon kvadriranja dobivamo:
1+ 2sinx cosx = A%sin?x cos?x.
Uvrstavanjem smjene sin 2x = z imamo da vrijedi:
A%2z2 — 47— 4 =0,
tj.

2+ V4 + 422
A2 '

Z12 =

Prema pretpostavci zadataka x € (0, g), odakle slijedi sin2x > 0, tj. z > 0.

Dakle,
2+ V4 + 422
Z7=——<1,
/12
tj.
A= 22,
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Il RAZRED
2. Zadatak

Prirodni brojevi a i b zadovoljavaju sljedecu jednacinu:
a® + 4a = b2

Dokazati da je broj a oblika 2t2, gdje je t prirodan broj.

RjeSenje:

Neka je u? najveéi potpun kvadrat koji dijeli a i neka je a = qu?, pri ¢emu su svi faktori broja q

razli¢iti.
Imamo da vrijedi:
a(a? + 4) = b?,
qu?(q*u* + 4) = b?,
u?|b? = ulb.
Neka je b = ru.
Nakon uvrstavanje posljednjeg izraza imamo da vrijedi:
q(@*u* +4) =12

No, svi faktori broja q su razli¢iti, pa slijedi da se svi faktori broja ¢ moraju pojaviti i u broju (q?u* +

4), 1j. ql(q?u* + 4), 1. ql4.
Dakle, g = 1iliq = 2.
Za q = 1 vrijedi:
u*+4 =12,
$to nije moguce, jer ne postoje dva potpuna kvadrata koja se razlikuju za 4.
Dakle, g = 2 za sve a 1 b za koje postoje rjeSenja pocetne jednacine.

Primjetimo da je (a, b) = (2,4) jedno rjeSenje ove jednacine.

Napomena: Moze se pokazati da je (a,b) = (2,4) jedino rjeSenje ove jednacine u skupu prirodnih

brojeva.
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1l RAZRED

3. Zadatak
Neka su AD i1 BE simetrale unutrasnjih uglova trougla ABC. Neka su x, y 1 z udaljenosti od tacke M,

koja lezi na segmentu DE, do stranica BC, CA 1 AB, respektivno. Dokazati da vrijedi:

z=x+Yy.

RjesSenje:

Lema: Neka je ABCD trapez sa paralelnim stranicama AD = b i BC = a. Duzina segmenta M N, koji

dijeli stranice AB i CD u omjeru p: q, iznosi:

ap+b
yN = PP
ptq
Dokaz:
A b D
§2)] p)

ig
k]
=z

S

Lako je dokazati da je MN || BC || AD (posmatrati paralelu sa osnovicom kroz tacku M i trouglove
ABD i BDC).

Neka je a > b. Konstruisimo paralelogram ABTD i oznacimo presjek pravih MN i DT sa R.

Imamo da vrijedi:

RN _ p

=L = RN =(a—b)-
TC p+q p+q

p _ap+bq

MN = MR+ RN =b+ (a—Db) .
pt+q p+q

Za a = b, cetverougao je paralelogram i formula vrijedi.

Vratimo se sada naSem pocetnom problemu. Pretpostavimo da tacka M dijeli segment ED u omjeru

p: q. Neka su S i K podnozja normala iz ta¢aka E i D, respektivno, na stranicu AB.
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1z ¢injenice da vrijedi MN || ES || DK slijedi % ==

Pretpostavimo da je SE = b i DK = a. Neka su T i L podnozja normala iz tacaka E i D na stranice BC

i1 AC, respektivno.
Tacke D i E pripadaju simetralama unutrasnjih uglova, pa vrijedi DL = DK = a i ET = ES = b.
Primjenjujuéi lemu zakljucujemo:

ap + bq
zZ=—",
p+tq

1z trougla DET slijedi:

bq
p+q

Analogno, iz trougla EDL slijedi:

_
p+q

y

Kombiniranjem posljednjih jednakosti imamo da vrijedi:

z=x+Yy.
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Il RAZRED
4. Zadatak

Dokazati da se medu svakih 6 iracionalnih brojeva mogu izabrati tri broja a, b, ¢ takva da su brojevi
a+b,b+c,c+ aopetiracionalni.

RjeSenje:

Lema: Dato je 6 ta¢aka u ravni, od kojih nikoje 3 nisu kolinearne. Ako sve segmente, koje grade ove
tacke, bojimo sa dvije boje, onda postoji bar jedan monohromatski trougao (stranice trougla su iste
boje).

Dokaz:

Fiksirajmo jednu tacku. Ova tacka gradi 5 segmenata sa ostalim tackama. Prema Dirihleovom
principu, postoje bar tri segmenta iste boje. Neka su ova tri segmenta obojena plavom bojom. Ako bilo
koji segment koji nastaje od vrhova plavih segmenata obojim plavom bojom, tada imamo
monohromatski trougao. Dakle, svi segmenti koji nastaju ovim vrhovima su crvene boje. No, u tom
slu¢aju imamo crveni monohromatski trougao.

Obojimo segment koji spaja dva iracionalna broja plavom bojom, ako je suma ta dva broja iracionalan
broj. Ako je suma dva takva broja racionalan broj, segment bojimo crvenom bojom. Prema lemi,
postoji uvijek bar jedan monohromatski trougao. Ako je trougao plave boje, onda je tvrdnja dokazana.
Neka je monohromatski trougao crvene boje. Neka su ivice tog trougla a+ b, b+c, c+a.
Posmatrajmo sada izraz:

(a+b)+ (b +c)—(c+a)=2b.
Odavde slijedi da je b racionalan broj, $to je kontradikcija sa pretpostavkom zadatka.

Dakle, a + b, b + c, ¢ + a su iracionalni brojevi.
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UDRUZENJE MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE / BOSNIAN
MATHEMATICAL SOCIETY
Zmaja od Bosne 35/IV, 71000 Sarajevo, Bosnia and Herzegovina
BiH Tel. (++387)(33) 279-935; Fax: (++387)(33) 649-342

51. TAKMICENJE MLADIH MATEMATICARA BOSNE I HERCEGOVINE
FEDERALNO PRVENSTVO UCENIKA SREDNJIH SKOLA
Sarajevo, 16. 4. 2011. godine

IV razred

1. Neka su 4D i1 BE simetrale unutrasnjih uglova trougla ABC. Neka su x, y 1 z

udaljenosti od tacke M , koja lezi na segmentu DE, do stranica BC, CA i AB,

respektivno. Dokazati da vrijedi z=x+y.

2. Ako za realne brojeve x i y vrijedi da je (x+\/l+y2 Xy+\/1+x2 ):l, dokazati da

vrijedi jednakost
(x+\/1+x2 Xy+w/l+y2 ):1.

3. Dokazati da je za sve prirodne brojeve n za koje je n+1 djeljivo sa 24, zbir svih
pozitivnih djelioca broja n takoder djeljiv sa 24.
(Npr. broj 120 je djeljiv sa 24, a svi pozitivni djelioci broja 120 -1 =119su1,7,171
119 1 za njih vrijedi da je njihov zbir 1 +7 + 17 + 119 = 144 djeljiv sa 24.)

4. Dokazati da se medu svakih 6 iracionalnih brojeva mogu izabrati tri broja a, b, ¢ takva

da su brojevi a+b, b+c, c+a opet iracionalni.

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.
Vrijeme za rad: 3 sata i 30 minuta.

SRETNO!
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IV RAZRED

1. Zadatak
Neka su AD i1 BE simetrale unutrasnjih uglova trougla ABC. Neka su x, y 1 z udaljenosti od tacke M,

koja lezi na segmentu DE, do stranica BC, CA 1 AB, respektivno. Dokazati da vrijedi:

z=x+Yy.

RjesSenje:

Lema: Neka je ABCD trapez sa paralelnim stranicama AD = b i BC = a. Duzina segmenta M N, koji

dijeli stranice AB i CD u omjeru p: q, iznosi:

ap+b
yN = PP
ptq
Dokaz:
A b D
§2)] p)

A
[~}
i

]
£
o0
S

Lako je dokazati da je MN || BC || AD (posmatrati paralelu sa osnovicom kroz tacku M i trouglove
ABD i BDC).

Neka je a > b. Konstruisimo paralelogram ABTD i oznacimo presjek pravih MN i DT sa R.

Imamo da vrijedi:

RN _ p

=L = RN =(a—b)-
TC p+q p+q

p _ap+bq
+q ptq’

MN=MR+RN=b+(a—b)p

Za a = b, cetverougao je paralelogram i formula vrijedi.

Vratimo se sada naSem pocetnom problemu. Pretpostavimo da tacka M dijeli segment ED u omjeru

p: q. Neka su S i K podnozja normala iz ta¢aka E i D, respektivno, na stranicu AB.
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1z ¢injenice da vrijedi MN || ES || DK slijedi % ==

Pretpostavimo da je SE = b i DK = a. Neka su T i L podnozja normala iz tacaka E i D na stranice BC

i1 AC, respektivno.
Tacke D i E pripadaju simetralama unutrasnjih uglova, pa vrijedi DL = DK = a i ET = ES = b.
Primjenjujuéi lemu zakljucujemo:

ap + bq
zZ=—",
p+tq

1z trougla DET slijedi:

bq
p+q

Analogno, iz trougla EDL slijedi:

_
p+q

y

Kombiniranjem posljednjih jednakosti imamo da vrijedi:

z=x+Yy.

www.umtk.info
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IV RAZRED

2. Zadatak
Ako za realne brojeve X 1 y vrijedi da je (X +4/1+y? Xy +A1+X° ): 1, dokazati da vrijedi
jednakost
(x+\/1+x2 Xy+1/1+ y? )=1.
RjeSenje:

Primijetimo najprije da ne mogu oba broja X i1 y biti pozitivna. Naime, ako bi to bilo onda bi

oba faktora na lijevoj strani (x +4/1+y? Xy +1+ X ): 1 bila veéa od 1, §to je nemoguée.
Zbog simetri¢nosti, mozemo pretpostaviti da je y > X. Tada mora biti x <O0.
Pokazimo da ne moze biti y > —X. Ako bi bilo y > —x, onda bi slijedilo y* > x>.

Tada je
Y+V1I+ X > —X+1+X> >0,
X+A1+y> >X+41+X> >0.

Mnozenjem ove dvije nejednakosti dobije se
1=(x+\/1+x2 Xy+1/l+ y2)>1+x2 -x* =1,

Sto je oCigledna kontradikcija.
Pokazimo da ne moze biti ni y <—X. Ako bi bilo y < —Xx, onda bismo imali X <y <—X, pa bi

vrijedilo
0<y+VI+X <—X+1+x*,
0<X+4/1+y> <xX+~1+X%X.

Mnozenjem ove dvije nejednakosti dobije se
1:(x+\/1+x2 Xy+1/1+ y2)<1+x2 -x* =1,

Sto je opet ocigledna kontradikcija.
Dakle, mora biti y =—X, pa vrijedi

(x+\/1+x2Xy+\/l+ yz):(Xerj[nym):
iy Jy Vi )=,

Sto je 1 trebalo dokazati.
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IV RAZRED
3. Zadatak

Dokazati da je za sve prirodne brojeve n za koje je n + 1 djeljivo sa 24, zbir svih pozitivnih djelioca
broja n takoder djeljiv sa 24.

(Npr. broj 120 je djeljiv sa 24, a svi pozitivni djelioci broja 120 —1 =119 su 1, 7, 17 1 119 i za njih
vrijedi da je njihov zbir 1 + 7 + 17 + 119 = 144 djeljiv sa 24.)

RjeSenje:

Ako je n+ 1 djeljivo sa 24, onda je n =24k — 1, za neki prirodan broj k. Neka su a i b
komplementarni djelioci broja n, tj.
ab=n =24k — 1.

Tada brojevi a 1 b nisu djeljivi sa 2 i 3, jer desna strana nije djeljiva ni sa brojem 2, ni sa brojem 3.

Posmatrajmo proizvod

ala+b) =a’>+ab=a*—-1+24k = (a—1)(a+ 1) + 24k.
Broj a nije djeljiv sa 2, pa su brojevi a — 1 i a 4+ 1 uzastopni parni brojevi i njihov proizvod je djeljiv
sa 8. S druge strane, jedan od brojeva a — 1, a, a + 1 je djeljiv sa 3, a kako to nije broj a, to je
proizvod (a — 1)(a + 1) djeljivisa 3.

Dakle,
24|a(a + b).
Iz (24,a) = 1 slijedi 24|a + b, tj. zbir dva komplementarna djelioca broja n je djeljiv sa 24.

Ako n nije potpun kvadrat kombiniramo pozitivne djelioce broja n koji su manji od vn sa njihovim

pozitivnim komplementarnim djeliocima koji su veéi od v/n. U ovom sluéaju, zbir svih pozitivnih

djelioca broja n je djeljiv sa 24.

Neka je sada n potpun kvadrat. Tada vrijedi:
a? =24k — 1,
tj.
8lla—1(a+1) =24k -2

$to nije moguce. Kontradikcija sa pretpostavkom da je broj n potpun kvadrat!
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IV RAZRED
4. Zadatak

Dokazati da se medu svakih 6 iracionalnih brojeva mogu izabrati tri broja a, b, ¢ takva da su brojevi
a+b,b+c,c+ aopetiracionalni.

RjeSenje:

Lema: Dato je 6 ta¢aka u ravni, od kojih nikoje 3 nisu kolinearne. Ako sve segmente, koje grade ove
tacke, bojimo sa dvije boje, onda postoji bar jedan monohromatski trougao (stranice trougla su iste
boje).

Dokaz:

Fiksirajmo jednu tacku. Ova tacka gradi 5 segmenata sa ostalim tackama. Prema Dirihleovom
principu, postoje bar tri segmenta iste boje. Neka su ova tri segmenta obojena plavom bojom. Ako bilo
koji segment koji nastaje od vrhova plavih segmenata obojim plavom bojom, tada imamo
monohromatski trougao. Dakle, svi segmenti koji nastaju ovim vrhovima su crvene boje. No, u tom
slu¢aju imamo crveni monohromatski trougao.

Obojimo segment koji spaja dva iracionalna broja plavom bojom, ako je suma ta dva broja iracionalan
broj. Ako je suma dva takva broja racionalan broj, segment bojimo crvenom bojom. Prema lemi,
postoji uvijek bar jedan monohromatski trougao. Ako je trougao plave boje, onda je tvrdnja dokazana.
Neka je monohromatski trougao crvene boje. Neka su ivice tog trougla a+ b, b+c, c+a.
Posmatrajmo sada izraz:

(a+b)+ (b +c)—(c+a)=2b.
Odavde slijedi da je b racionalan broj, $to je kontradikcija sa pretpostavkom zadatka.

Dakle, a + b, b + c, ¢ + a su iracionalni brojevi.

www.umtk.info 22



FEDERALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE
SARAJEVO, 16.04.2011.

I RAZRED - REZULTATI

3 BODOVI PO ZADACIMA UKUPN
Broj Rank  IME | PREZIME GRAD SKOLA ODOVIPO € UKUENG

I II III IV 28
Druga Gimnazija 17

=

Rijad Muminovic
Abdulah JaSarevi¢ Sarajevo Sarajevo KoledZ 16

Sarajevo

Anes Valentic¢ Sarajevo Sarajevo KoledZ 14

Dina Sarajli¢ Sarajevo Druga Gimnazija 14

Haris Brkic¢ Sarajevo Sarajevo KoledZ 14

Jasmina Hakmi Bihac Una-Sana Koledz?

Amila Jakupovi¢ Sarajevo Prva Bosnjacka Gimnazija

Jasmin Hadzajli¢ Mostar Srednja Elektrotehnicka

O N W WWwWWwWN

Lamija Kujan Sarajevo Medunarodna Srednja Skola

Lejla Custo Mostar Opca Gimnazija

Mario Sario Tuzla Opca Gimnazija "Sveti Franjo"
Ajna Ibrahimkadié¢ Usora MSS Stjepana Radica
Samir Halil¢evi¢ Zivinice Gimnazija Zivinice

el
olololele|Nloju|s|w|N(-

[EY
w

[EY
'S

Admir Omeragi¢ Sarajevo Prva Gimnazija

[EY
(O}

Anela Babovi¢ Tuzla Gimnazija "Ismet Mujezinovic"

DzZenita Fali¢ Biha¢ Una-Sana Koledz

[EY
(o)}

17 Ensar Hasanbegovi¢| Sarajevo Treéa Gimnazija
18 Irma Hadzi¢ Tuzla Opéa Gimnazija "Sveti Franjo"
19 Amna Kopié Olovo MSS "Musa Cazim Catic"

N
o

Adi Kurbegovi¢ Biha¢ Una-Sana KoledZ

N
=

Amra Muratovi¢ Zivinice Gimnazija Zivinice

N
N

Dalila Isanovié¢ Sarajevo Medunarodna Srednja Skola

N
w

Dino Mehmedagic Zenica Prva Gimnazija

N
~

DZzemo Mustajbasi¢ | Gracanica |Gimnazija "Dr. Mustafa Kamaric"

25 Luka Aabramusi¢ Zenica KSC "Sveti Pavao”
26 Medina Kozarac Kljug MSS "Kljuc"
27 Azra Hamedovi¢ Kljug MSS "Kljuc"

N
(o]

Lejla Dzananovic¢ Gracanica |Gimnazija "Dr. Mustafa Kamaric"

N
Yo

Milan Zuza Hadzici Srednjoskolski Centar HadZici

w
o

Rasim Kaleta Sarajevo Medunarodna Srednja Skola

w
=

Selina Juki¢ Tuzla Gimnazija "Mesa Selimovic"

w
N

Lejla Brekalo Mostar  frednja Masinsko-Saobracajna skold

w
w

Maida Sigi¢ Tesanj Gimnazija "Musa Cazim Cati¢"

w
o

Mariam Elamin Tuzla Medunarodna Srednja Skola

w
wv

Samir Durakovi¢ Mostar Srednja Elektrotehnicka

© O O O O R P R PR P NNDNNMNNWW-BSBNNSNNSNNSNNO®WO®®OOO

w
(@)

Samra Catakovi¢ Cazin Gimnazija Cazin
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FEDERALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE
SARAJEVO, 16.04.2011.

Il RAZRED - REZULTATI

Broj Rank

IME | PREZIME

GRAD

SKOLA

BODOVI PO ZADACIMA UKUPNO
| [ 1] v 28

1 s8N HadZem Hadzi¢ Sarajevo Sarajevo KoledZ 19
2 A Selver Sadikovié¢ Biha¢ Una-Sana KoledZ

3 3 Adnan lbri¢ Lukavac Gimnazija Lukavac

4 88 Dino Dizdarevi¢ Sarajevo Druga Gimnazija

5 S Amir Gvozdan Srebrenik Mijesovita SS

6 (M DZurejdz Crnjkic¢ Biha¢ Una-Sana Koledz 9
7 (M Admira Husic¢ Zavidovici Gimnazija"Rizah OdZevkic¢ 9
8 (8 Amra Foco Sarajevo Druga Gimnazija 9
9 (M Belma Skompljkovié Tuzla Gimnazija "Mesa Selimovic" 9
10 Ema Huji¢ Sarajevo Druga Gimnazija 8
11 Merima Omic Gradacac Gimnazija "Mustafa Novali¢" 8
12 Medina Kuli¢ Gracanica Gimnazija "Dr. Mustafa Kamaric" 8
13 Amar Bapic¢ Bosansk Krupa Opca Gimnazija 8
14 Amar Muhovié Sarajevo Prva Bosnjacka Gimnazija 8
15 Medina Coli¢ Biha¢ Una-Sana Koled? 7
16 Miran Bradari¢ Sarajevo Sarajevo KoledZ 7
17 Adis Hasanbasi¢ Sarajevo Treca Gimnazija 7
18 Lejla Nukic¢ Visoko Gimnazija Visoko 7
19 Jasmin Mehuli¢ Cazin Gimnazija Cazin 7
20 Sulejman Deli¢ Gracanica Gimnazija "Dr. Mustafa Kamaric" 7
21 Kenan Kurdi¢ Sarajevo Sarajevo KoledZ 7
22 Adnan Kli¢i¢ Biha¢ Una-Sana KoledZ 7
23 Mirza Celikovi¢ Kakanj Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" 5
24 Ivan Bartulovi¢ Visoko Franjevacka Klasicna Gimnazija 4
25 Faris Tresnjo Mostar Druga Gimnazija 3
26 Merima Cisija Velika Kladusa Gimnazija V.K. 3
27 Arif Sakanovi¢ Kakanj Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" 3
28 Anisa Sahovi¢ Sarajevo Gradevinsko-Gegradska Skola 2
29 Berina Slipcevic¢ Visoko Gimnazija Visoko 2
30 Sabrija Hasancevi¢ Sarajevo Sarajevo KoledZ 2
31 Almir Demirovi¢ Mostar Srednja Elektrotehnicka Skola 1
32 Jasmin Djedovi¢ Tuzla Elektrotehnicka Skola (1]
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FEDERALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE
SARAJEVO, 16.04.2011.

Il RAZRED - REZULTATI

= BODOVI PO ZADACIMA UKUPNG
Broj Rank IME | PREZIME GRAD SKOLA

| 1 v 28

1 i B8 Harun Hindija Sarajevo Sarajevo KoledZ

2 A8 Sead Delali¢ Sarajevo Druga Gimnazija

3 € Esma Mujkic¢ Sarajevo Sarajevo Koled?

4 € Robert Maticevi¢ Tuzla KSC Sveti Franjo

5 /B Muhamed Cilagevi¢ Tuzla Gimnazija Mesa Selimovic¢ 8

6 W Edin Husi¢ Tuzla Gimnazija Mesa Selimovic¢ 6

7 9 Senad Custovié Sarajevo Treca Gimnazija 6

8 W Ishak Numanagié¢ Sarajevo Druga Gimnazija 6

9 M Sehrizada Sahinovi¢ Bihaé Una Sana Koled? 5
10 P Hamza Merzi¢ Sarajevo Prva Bosnjac¢ka Gimnazija 5
11 Amar Muhamedagi¢ Visoko MSS "Hazim Sabanovic" 4
12 Auhan Mulahalibi¢ Gradadac Gimnazija "Mustafa Novali¢" 3
13 Melisa Kobasica Sarajevo Sarajevo Koled? 3
14 Irfan Besi¢ Sarajevo Sarajevo Koled? 2
15 Amela Veladzi¢ Biha¢ Una Sana Koled? p
16 Daniel Ferizovi¢ Bos. Petrovac MSS "Bosanski Petrovac" 1
17 Mirhat Babi¢ Visoko MSS "Hazim Sabanovic¢" 1
18 Osman Kavazovi¢ Gradacac Gimnazija "Mustafa Novali¢" 1
19 Haris Smajlovi¢ Tuzla Gimnazija "Mesa Selimovic" 1
20 Dino Maci¢ Mostar Srednja Elektrotehnicka Skola 1
21 Arnela Suti¢ Mostar Druga Gimnazija 1
22 Faruk Mustafi¢ Sarajevo Sarajevo Koled? 1
23 Almedin Noraki¢ Lukavac MS Elektromasinska Skola 0
24 Mustafa Kadi¢ Kakanj Gimnazija "Muhsin Rizvi¢" 0
25 Nemanja Slivi¢ Visoko MSS "Hazim Sabanovic" 0
26 Azra Grozdani¢ Bihaé Gimnazija "Bihac¢" 0
27 Dinko Cejvanovi¢ Bihaé Gimnazija "Bihac¢" 0
28 Hidajeta Ljevakovi¢ Tedanj Gimnazija "Musa C. Cati¢" 0
29 Dijana Sibenik Sarajevo Druga Gimnazija NEPOZNATO
30 Muhamed Musié¢ Olovo MSS "Musa Cazim Cati¢" NEPOZNATO
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FEDERALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE
SARAJEVO, 16.04.2011.

IV RAZRED - REZULTATI

3 BODOVI PO ZADACIMA UKUPN
Broj Rank  IME I PREZIME GRAD SKOLA | MJESTO ODOVI'PO € UKUPNO

| 1l v

1 i B8 Mina Ferizbegovi¢ Sarajevo Sarajevo Koled?

2 28 Rijad Skrobo Sarajevo Sarajevo Koled?

3 € Zlatan Tucakovié¢ Sarajevo Druga Gimnazija

4 /88 Ajla Rizvan Visoko Gimnazija Visoko 3
5 S Armin Nurkanovic¢ Tuzla Gimnazija "Mesa Selimovic" 2
6 ¥ Adha Hrusto Kakanj Gimnazija "Muhsin Rizvic¢" 2
7 LY Emina Sikira Kakanj Gimnazija "Muhsin Rizvic¢" 2
8 I Almina Merdi¢ Visoko Gimnazija "Visoko" 2
9 I Alen Mujkanovic¢ Biha¢ Una Sana KoledZ 2
10 Amina Sljivo Sarajevo Prva Gimnazija 1
11 Harun Velad?ié Bihaé Una Sana Koled? 1
12 Armin Korman Tuzla Gimnazija "Mesa Selimovic" 1
13 Dzan Ahmed Jasenko Sarajevo Prva Bosnjacka Gimnazija 1
14 Dino Dzani¢ Srebrenik MSS "Srebrenik" 1
15 Smaijil Halilovi¢ Tuzla Gimnazija "Mesa Selimovic" 1
16 Nermin Red?i¢ Tedanj Gimnazija "Musa Cazim Catic" 1
17 Lamija Vukovié¢ Sarajevo Druga Gimnazija 1
18 Damir Ferizovi¢ Bos. Petrovac MSS "Bosanski Petrovac” 1
19 Denis Causevi¢ Zenica KSC "Sveti Pavao” 0
20 Elma Ali¢ Zenica Prva Gimnazija 0
21 Faris Cakari¢ Sarajevo Prva Bosnjac¢ka Gimnazija 0
22 Dalmir Hasi¢ Biha¢ Una Sana Koled? 0
23 Emir Hodzi¢ Gradanica |Gimnazija "Dr. Mustafa Kumuri¢' 0
24 Sanda Mujaki¢ Cazin Gimnazija "Cazin" 0
25 77? Mostar Srednja Elektrotehnicka Skola (0]
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