UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA

23. FEDERALNO TAKMICENJE I1Z MATEMATIKE
UCENIKA OSNOVNIH SKOLA

Gradacac, 28.04.2018. godine

VII RAZRED

1. Cetiri druga su zajednicki kupila loptu. Prvi je platio polovinu ukupne vrijednosti
lopte, drugi je dao tre¢inu sume koja su dala ostala trojica, a treci je uplatio ¢etvrtinu
od sume koju su uplatila ostala trojica. Cetvrti je dao 5 KM. Koliko je kostala lopta?

2. Odrediti sve cijele brojeve n za koje je broj 37; 5 cio broj.

3. U nekoj osnovnoj skoli ima 94 ucenika sedmog razreda. Neki su ucenici ukljuceni
u vannastavne aktivnosti: engleski i njemacki jezik te sportske klubove. Engleski
jezik van nastave pohada 40 ucenika, njemacki jezik pohada 27 ucenika, a sportskim
aktivnostima se bavi 60 ucenika. Od ucenika ukljucenih u sportske aktivnosti njih
24 ide i na engleski jezik. Deset ucenika koji idu na engleski jezik ide i na njemacki
jezik. Dvanaest ucenika koji idu na njemacki jezik bavi se i sportskim aktivnostima.
U sve tri vannastavne aktivnosti ukljucena su 4 ucenika. Koliko se ucenika bavi
samo jednom od ovih vannastavnih aktivnosti, a koliko ih se ne bavi niti jednom od
njih?

4. Izracunati cifru jedinica broja 18 + 182 + - .. + 1819 4 18%,

5. U trouglu AABC duzina visine CH, pri éemu H € AB, jednaka je polovini duzine
stranice AB, a ugao <BAC = 75°. Izracunati <ABC.
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Svaki tacno uradeni zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 180 minuta.
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RJESENJA ZADATAKA VII RAZRED

1. Oznacimo sa L cijenu lopte, a sa A, B, C', D sumu novca koju su pojedinacno uplatili
prvi, drugi, treci i cetvrti prijatelj, redom. Dakle A+ B+C + D = L.

Po prvom uslovu zadatka vrijedi da je prvi prijatelj uplatio polovinu od ukupne

cijene lopte, tj. A = %L.

Po drugom uslovu zadatka vrijedi da je B = (A + C + D). Odavdje je B =
é(A—I— B+C+D)- %B = %L — %B pa je 3B = %L tj. B = iL. Dakle, drugi
prijatelj je uplatio i od ukupne cijene lopte.

Po treéem uslovu zadatka vrijedi da je ¢ = (A + B + D). Odavdje je C =
1(A+B+C+D)—3C = ;L—:Cpaje 3C = ;L tj. C = +L. Dakle, treci prijatelj
je uplatio petinu od ukupne cijene lopte.

Prema tome, ¢etvrtom prijatelju je ostalo da plati 1 — % — i — % = 2—10 od ukupne

cijene lopte, a kako znamo da je on dao 5 KM, zakljucujemo da je ukupna cijena
lopte 100 KM.

4
2. Neka je w = 3n + 5 cio broj. Odavdje je

S — 3n+ 12 _ 3n—2+14 g 14 .
an —2 3n — 2 3n — 2
Dakle 14
T =3w—1 € Z,
pa je - cio broj. To znadi da je 3n — 2 faktor broja 14, pa imamo

3n—2€{-14,-7,-2,-1,1,2,7,14}.

Odavdje jen € {—4,0,1,3}. Zan=—-4jew=0. Zan=0jew = —2. Zan=1je
w=>5. Zan=3jew=1.

3. Ucenike Sestog razreda podijelimo u tri grupe (koje imaju zajednickih ¢lanova) pri
¢emu postoje i ucenici koji ne pripadaju ni jednoj od tih grupa. Predstavimo te
grupe graficki, da bi lakSe razumjeli. Oznacimo sa x broj uc¢enika koji idu na engleski
i njemacki jezik. Oznac¢imo sa y broj ucenika koji idu na engleski jezik i sport.
Oznac¢imo sa z broj ucenika koji idu na njemacki jezik i sport. Po uslovu zadatka 4
ucenika se bave sa sve tri vannastavne aktivnosti.



Uz oznake kao na slici dobijamo da je x +4 = 10 pa je x = 6, y +4 = 24 pa je
y=20iz+4=12paje z =8.

Odavdje zakljucujemo da se samo engleskim jezikom bavi 40—6—4—20 = 10 ucenika,
njemackim jezikom 27 — 6 — 4 — 8 = 9 ucenika, a sportom 60 —4 — 20 — 8 = 28
ucenika.

Dakle, samo jednom aktivnoséu se bavi 10 + 9 4+ 28 = 47 ucenika, a nijednom
aktivnoséu ne bavi se 94 — (28 +8 +20+4 + 6 + 9 + 10) = 9 ucenika

. Broj 18" daje istu cifru jedinica kao i broj 8". Niz cifara jedinica broja 8" je
8,4,2,6,8,4,..., tj. periodi¢an je sa periodom 4. Suma bilo koja 4 uzastopna broja
ovog niza je 8 +4 + 2+ 6 = 20. Kako u zbiru 18! + 182 4 ... 4 18! 4 1820 imamo
20 sabiraka (Sto je djeljivo sa 4), to je cifra jedinica ovog zbira jednaka 0.

. Neka je s simetrala stranice AC' i neka sijece stranicu AB u tacki D. Tada je
AD = DC, pa je <ACD = 75°. Onda je <ADC = 180° — 2 - 75° = 30°. Trougao
ACHD je pravougli sa uglovima <CHD = 90°, <CDH = 30° i <HCD = 60°.
Posto naspram ugla od 30° lezi stranica C'H, onda je ona duplo manja od hipotenuze,
tj. CD =2-CH. Iz uslova zadatka je AB = 2-CH, paje AB = CD. Odavdje
zaklju¢ujemo da se tacke B i D poklapaju, pa je <ABC = <ADC = 30°.
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VIII RAZRED

1. Cijena nekog artikla se smanjila za 5%. Zatim se cijena povecala za 40%, i sada je za
1352,06 KM manja od dvostruke pocetne cijene. Kolika je pocetna cijena artikla?

2. Na tabli je napisan trocifreni broj ¢ije su sve tri cifre razli¢ite od nule. Od njega
smo napravili tri dvocifrena broja, tako sto smo prvo precrtali prvu cifru, zatim
od polaznog broja precrtali drugu cifru i na kraju od polaznog broja smo precrtali
posljednju cifru. Zbir tako dobivena tri dvocifrena broja je 293. Koji je trocifreni
broj bio napisan na tabli?

3. Neka su a, b, m tri pozitivna realna broja i a > b. Koji od brojeva A = v/a + m—+/a
i B=+vb+m— b je veéi?

4. Date su cetiri kruznice u ravni i svaka od njih dodiruje preostale tri, kao na slici

Najveca od kruznica ima poluprecnik 2, a svaka od srednjih ima poluprecnik 1. Naci
poluprecnik najmanje od njih.

5. Nadéi sve cijele brojeve x i y koji su rjesenja jednacine 2% + 1 = y2.
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Svaki tacno uradeni zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 180 minuta.



RJESENJA ZADATAKA VIII RAZRED

1. Oznacimo sa x pocetnu cijenu artikla. Tada vrijedi

5% 40 (m — %)
_ 2T T T 00) o9p - 1352.06.
=900 T T 100 o

Odavdje je sada

100 — 50 40 (z — 2=
TooT ("= 3%0) _ 5, 135,06

100 100
95x 4-95x
— = 2x — 1352.
< 100—0— 1000 T 352.06
950x + 380z
— =21 — 1352.
= 1000 T 352.06
< 1330z = 2000x — 1352060
< 6702 = 1352060
1352060
= = 2018.
< T= 60

Dakle, pocetna cijena artikla je 2018 KM.

2. Provo rjesenje. Kako je 293 = 3-97+2, to je jasno da je bar jedan dobiveni dvocifreni
broj vec¢i od 97. Imamo dvije moguénosti.

Ako su dva 98, onda bi jedan bio 97. To znaci da su u polaznom trocifrenom broju
cifre bile 7,8 i1 9. Tako bi on bio jedan od brojeva 789, 798, 879,897,978 i 987. No,
niti jedan od jih ne ispunanjava uslove zadatka.

Ako su dva 97 i jedan 99, onda bi polazni broj imao cifre 9,9 i 7. Lahko se vidi da
broj 997 ispunjava date uslove. Dakle, trazeni trocifreni broj je 997.

Drugo rjesenje. Neka je abc trazeni trocifreni broj. Dobiveni dvocifreni brojevi su
be, ac i ab. Prema uslovu zadatka njihov zbir je 293, pa je

20a 4 116 + 2¢ = 293 .
Ako bi bilo a < 8, onda bi imali
293 =200+ 1104+2c¢<20-8+11-94+2-9 =277,
Sto je nemoguce. Dakle mora biti a = 9. Tada imamo da je
1164 2c =113 .

Ovo je ispunjeno ako je b =9, ¢ = 7. Dakle, trazeni trocifreni broj je 997.



3. Posmatrajmo reciprocne vrijednosti brojeva A i B, tj.

1 1 _Va+m+/a
A Va+rm—ya m ’
1 1 _\/b+m+\/5
B Vb+m—-vb m '

Iz pretpostavke a > b slijedi da je v/a +m > +/b+m, pa imamo da je
odnosno A < B.

1

e

Y

=

4. Neka su A, B, P i C centri date cetiri kruznice. Primijetimo da je tacka P tacka do-
dira za dvije kruznice srednje veli¢ine i da zajednicka tangenta na ove dvije kruznice
mora proci kroz tacku C'i tacku D koja je tacka dodira najmanje i najvece kruznice.
Jos vise, duz AC sadrzi tacku E koja je tacka dodira najmanje i srednje kruznice.

Oznac¢imo sa r poluprecnik najmanje kruznice i posmatrajmo trougao AC' AP. Kako
je AP =11 AC = AE + EC =1+ r. Takoder, PC = PD — CD =2 —r. Na

osnovu Pitagorine teoreme dobijamo
1+r)?=1"+(2-7)

2
odakle je 1 + 2r + 12 =5 — 4r + 12, tj. 6r = 4 odnosno r = 3

5. Prvo rjesenje. Kako je

2=y —1=(@y—-1y+1),

to postoje dvije moguénosti.

(a) y+1=2% y—1=2° (a>0),paje2=2%—20=2(2¢"t —1). Odavdje
slijedi da je 2° = 2 jer je 2% — 1 neparan broj i 2°*—1=1,tojest b=11
a=2. Znaci,y+1=2% pajey=312*+1=29, odnosno z = 3.



(b) y+1=-2% y—1=-2° (b>a),paje2=2"—2%=2%2%—1). Odavdje
slijedi da je 2% = 2, jer je 2°7% — 1 neparan broj i 2= —1 =1, to jest b= 2i
a=1. Znaci, y+1=—-2pajey=—-312"+4+1=9 odnosno xz = 3.

Dakle, trazeni brojevi su (x,y) € {(3,3), (3, —3)}.

Drugo rjesenje. Kako je

=y -1=@y-y+1),
te razmatramo dva slucaja

(a) y = 2k, k € Z. Jednacina ima oblik 2 = (2k — 1)(2k + 1). Na desnoj strani
je proizvod dva uzastopna neparna broja tj. neparan pozitivan broj (zbog
pozitivnosti lijeve strane jednacine), a na lijevoj strani je paran broj, prema
tome jednacina nema rjesenja u ovom slucaju.

(b) y =2k + 1, k € Z. Jednacina ima oblik 2° = 22k(k + 1) tj. 2°72 = k(k + 1).
Na desnoj strani jednakosti je proizvod dva uzastopna cijela broja, od kojih je
jedan neparan zakljucujemo da taj neparan moze biti 1 ili —1, tada je paran 2

ili —2. U oba slucaja mora biti k(k + 1) = 2. Prema tome 2772 = 2 odakle je
xr = 3. Tada je y = £3.

Dakle, trazeni brojevi su (z,y) € {(3,3),(3,—3)}.
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. Na pitanje: “Koliko je sati?”, otac je odgovorio sinu: “Cetvrtina proteklog vremena
i polovina preostalog vremena ovog dana daju tacno vrijeme”. Koliko je bilo sati?

. Odrediti sve cijele brojeve m za koje je broj

2m? +7m — 9
m24+m-+1

cio broj.
. Odrediti sve cetverocifrene brojeve abcd za koje vrijedi

4 - abed + 30 = dcba.

. Neka su a, b, ¢ pozitivni realni brojevi za koje vrijedi a > b > ¢. Dokazati nejedna-

kost

a b ¢ b ¢ a

St — < -t

b ¢ aa b c
. Dat je kvadrat OABC'D oko koga je opisana kruznica. Konstruisimo novi kvadrat
OEFGH tako da se tjemena F i F' nalaze na stranici AB kvadrata OABCD a
tjemena G i H na luku AB opisane kruznice. Odrediti odnos povrsina ta dva

kvadrata.
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Svaki tacno uradeni zadatak boduje se sa 10 bodova.
Izrada zadataka traje 180 minuta.



RJESENJA ZADATAKA IX RAZRED

1. Oznacimo sa t upitano vrijeme. Imamo
i—l—? =tet+224—t) =4t t+48—2t =4t
5t:484:>t:%:9,6-60 min = 576 min.

Dakle, bilo je 9 sati i 36 minuta.

2. Kako je 2m? + Tm — 9 = 2(m?> + m + 1) + 5m — 11, to je

2m? +Tm — 9 5m — 11
- =94+
m2+m-+1 m2+m+1
Dakle,
5m — 11
m2+m+1
mora biti cio broj. Kako je m? +m + 1 > 0 za svako m, to je
5m — 11 -
m2+m+1
zam<2i
om — 11
—— >0
m2+m+1
za m > 3.
Neka je m < 2. Tada je
5m — 11

0.

w=————"— <
m2+m-+1

Kako je w cio broj, to je
om — 11

— <
m2+m+17"
paje bm — 11 < —m? —m — 1, to jest m? + 6m — 10 < 0. Odavdje slijedi da je

_1’

(m+3)* <19,
paje —4 <m+3 <4, tojest m € {-7,—6,—5,—4,—-3,—2,—1,0,1}. Direktnom
provjerom zakljucujemo da je trazeni cio broj za
m € {-2,—1,0,1} .
Neka je sada m > 3. Tada je
om — 11
m2+m+1 "~

paje bm — 11 > m? +m + 1, to jest m? —4m + 12 < 0. Kako je m? — 4m + 12 =
(m — 2)? + 8 < 8 za svako m, to nikada nije m* — 4m + 12 < 0. Dakle, u ovom
slucaju nemamo rjesenja.

Prema tome dati broj je cio za m € {—2,—1,0,1}.
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3. Imamo

4 - abed 4+ 30 = dcba

& 4(1000a + 1006 + 10¢ + d) + 30 = 1000d + 100c + 10b + a
< 3999a + 3900 + 30 = 996d + 60c
< 1333a + 1306 + 10 = 332d + 20c.

Ako je a > 3, tada je lijeva strana najmanje 3 - 1333 = 3999, no desna strana je
maksimalno 9 - 332 + 9 - 20 < 3999 sto je nemoguce. Dakle a < 2.

Posmatrajmo sljedece slucajeve:
(a) Neka je a = 2. Tada je

1333 -2 + 130b + 10 = 332d + 20c
& 2676 + 130b = 332d + 20c
& 1338 + 65b = 166d + 10c.

Ako je d < 7 tada je desna strana maksimalno 166 - 7 + 10 - 9 < 1338, dakle
d>8.

i. Ako je d = 8 tada je
13384656 = 166 -8+ 10c < 10+65b = 10c < 2+ 13b=2c=b=0,c =1
pa je abcd = 2018.

ii. Ako je d =9 tada je

1338 4+ 650 = 166 - 9 + 10c < 650 = 10c + 156
Sto je nemoguce jer 156 nije djeljiv sa 5.
(b) Ako je a =1 tada je
3999 + 3900 4 30 = 996d + 60c < 4029 + 390b = 996d + 60c
Sto je nemoguce jer je 4029 neparan broj.
Dakle jedini broj koji zadovoljava uslove je 2018.

4. Vrijedi niz ekvivalencija

a b ¢ b ¢ «a
i e e e
c a c

b a b
a’c + b*a + A2b < b%c + ca + a?b
abc - abe

= a’b+ e+ Pa—a’c—ba— b >0

S a’b—a’ec+ Ve — b+ Fa—bva>0

& a*(b—c) +be(b—c) —a(b®> —c*) >0

s a*(b—c)+be(b—c)—alb—c)(b+c)>0
& (b—c)(a* +bc—ab—ac) >0

< (b—c)la(a —b) —c(a—1b)] >0
Sa=b)b—-c)a—c)>0
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Sto je tacno jer jea > b > c.

. Neka je a duzina stranice kvadrata DABC'D i h duzina stranice kvadrata OFFGH.
Neka je tacka Z podnozje normale na stranicu HG spustene iz centra O kruznice
opisane oko kvadrata OABCD.

H Z G
A h B
L
E F ,
a i
2 /s
7 av/2
// 2
a
.70

Iz trougla AOGZ imamo da je

OG> = |ZG)* +|0Z,

() - (4 +roe.

07 =

odnosno

Osim toga je i

a
—+h
2 th,

() = () s 5oy

Nakon sredivanja prethodne jednakosti dobijamo da je

te slijedi

a® = 5h* + 4ah |
2
@ _,a_g
h? h
(-2 -
a a?
Odavdje je 7= 5i =i 25. Prema tome,
Poapep _ 25 .
Poprar
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