
JEDNA KLASA TUPOUGLIH TROUGLOVA 
Neka je ∆ܥܤܣ trougao čije ćemo elemente označavati na uobičajeni način: ܽ, ܾ, ܿ su dužine stranica, 
,ߙ ,ߚ  ܲ ,su unutrašnji uglovi, ܴ je poluprečnik opisane kružnice, tačka ܱ je centar opisane kružnice ߛ
površina datog trougla, tačka ܦ podnožje visine ݄௖ povučene iz vrha ܥ, dok su tačke ܧ i ܧଵ tačke na 
pravoj ܤܣ takve da je ܧܥ simetrala unutrašnjeg, a ܧܥଵ simetrala vanjskog ugla kod vrha ܥ kao na slici 1. 

 
Slika 1. 

Pod pretpostavkom da vrijedi ߙ െ ߚ ൌ 90௢ dokazat ćemo da za ∆ܥܤܣ vrijede sljedeće formule i osobine 
istaknute u tabeli 1. 

Tabela 1. 
Ako je ࢻ െ ࢼ ൌ ૢ૙࢕ tada u trouglu ABC vrijedi:  

ࢼࢍ࢚ ൌ ࢈
 (1) ࢇ

  
૛ࢇ ൅ ૛࢈ ൌ ૝ࡾ૛ (2) 

  ૚
૛ࢉࢎ

ൌ ૚
૛ࢇ ൅ ૚

 ૛ (3)࢈
  

തതതത૛ࡰ࡯ ൌ തതതതࡰ࡭ ∙  തതതതത (4)ࡰ࡮
  

:തതതതࡰ࡭ തതതതതࡰ࡮ ൌ :തതതത૛࡯࡭    തതതത૛ (5)࡯࡮
ࢉ ൌ ૛ࢇ െ ૛࢈

ඥࢇ૛ ൅  ૛ (6)࢈
  



ࡼ ൌ ൫ࢇ૛ െ ࢈ࢇ૛൯࢈
૛ሺࢇ૛ ൅ ૛ሻ࢈  (7) 

  
ࢍ࢚ ࢽ

૛ ൌ ࢇ െ ࢈
ࢇ ൅  (8) ࢈

  
ࢽ࢔࢏࢙ ൌ ૛ࢇ െ ૛࢈

૛ࢇ ൅  ૛ (9)࢈
  

തതതതࡱ࡯ ൌ ૚തതതതതࡱ࡯ ൌ ૛√࢈ࢇ
ඥࢇ૛ ൅  ૛ (10)࢈

  
   (11) ࡮࡭ ࢐࢕࢜ࢇ࢘࢖ ࢇ࢔࢒ࢋ࢒ࢇ࢘ࢇ࢖ ࢋ࢐ ࡻ࡯ ࢇ࢜ࢇ࢘ࡼ

 (12)  ࡯ ࢏࢑čࢇ࢚ ࢛ ࡯࡮࡭  ࢇ࢒ࢍ࢛࢕࢚࢘ ࢛ࢉ࢏࢔ž࢛࢘࢑ ࢛࢔ࢇ࢙࢏࢖࢕ ࢋ࢐࢛࢘࢏ࢊ࢕ࢊ ࢉࢎ ࢇ࢔࢏࢙࢏ࢂ
  

 (13)   ࡭ ࢛࢜ࢇ࢘࢖ ࢇ࢔ ࢛࢙࢕࢔ࢊ࢕ ࢛ ࡯ ࢛ࢎ࢘࢜ ࢔ࢇč࢏࢚࢘ࢋ࢓࢏࢙ ࢋ࢐ ࡯࡮࡭ ࢇ࢒ࢍ࢛࢕࢚࢘ ࡴ ࢘ࢇ࢚࢔ࢋࢉ࢕࢚࢘ࡻ
 
Dokaz: 
Zbog činjenice da je ߙ ൌ 90଴ ൅  .tupougli trougao u kojem je najduža stranica a ܥܤܣ očito je trougao ,ߚ
Dalje, ߙ݊݅ݏ ൌ pa je ௔ ,ߚݏ݋ܿ

௦௜௡ఈ ൌ ௕
௦௜௡ఉ ൌ 2ܴ ⟹ ܽ ൌ ߚݏ݋2ܴܿ ∧ ܾ ൌ  Osobine (1) i (2) prikazane u .ߚ݊݅ݏ2ܴ

Tabeli 1 slijede kao direktna posljedica ovih formula. 
Formulu (1) možemo dokazati i na drugi način. U tu svrhu uzmimo da je ܯ tačka na duži ܥܤതതതത takva da je 
ܯܣܤ∢ ൌ 90଴. Tada je ∢ܥܣܯ ൌ  .i AMC (Slika 2) ܥܤܣ tako da su slični trouglovi ,ߚ

 
Slika 2. 



Iz ove sličnosti se dobije da je ܯܣതതതതത ൌ ௕௖
௔ ⟹ ߚ݃ݐ ൌ ஺ெതതതതത

௖ ൌ ௕
௔. Također iz te sličnosti se može dobiti ܥܯതതതതത ൌ

௕మ
௔ , odakle slijedi da je dužina duži ܯܤതതതതത ൌ ܽ െ ௕మ

௔ ൌ ௔మି௕మ
௔ . 

Povucimo visinu ݄௖ ൌ തതതത. Očito je ݄௖ܦܥ ൌ ߚ݊݅ݏܽ ൌ ௔௕
ଶோ ൌ   Kako je .(Slika 3) ߚ݊݅ݏߚݏ݋2ܴܿ

1
ܽଶ ൅ 1

ܾଶ ൌ 1
4ܴଶܿݏ݋ଶߚ ൅ 1

4ܴଶ݊݅ݏଶߚ ൌ 1
4ܴଶܿݏ݋ଶ݊݅ݏߚଶߚ 

očito važi jednakost (3). 

 
Slika 3. 

Utrouglu ܥܣܦsa slike 3 uočavamo da je ∢ܣܥܦ ൌ  i vrijede ܥܤܦ pa je taj trougao sličan trouglu ,ߚ
jednakosti  ߚ݃ݐ ൌ ஺஽തതതത

஼஽തതതത ൌ ௕
௔ ൌ ஼஽തതതത

஻஽തതതത.  Odavde direktno slijedi jednakost (4) iz Tabele 1. Osim toga ,  

തതതതܦܣ ൌ തതതതଶܦܥ
തതതതܦܤ ⟹ :തതതതܦܣ തതതതܦܤ ൌ തതതതଶܦܥ

തതതതଶܦܤ ൌ ܾଶ: ܽଶ 
čime je dokazana i tvrdnja (5). 
Dalje, sa slike 3 vidimo ܦܤതതതത ൌ ܿ ൅ തതതത, pa je ௖ା஺തതതതܦܣ

஺஽തതതത ൌ ௔మ
௕మ ⇒ ௖

஺஽തതതത ൌ ௔మ
௕మ െ 1. Pošto je  

തതതതܦܣ ൌ ߚ݊݅ݏܾ ൌ ܾ ௕
ଶோ ൌ ௕మ

√௔మା௕మ, 
 dobija se ܿ ൌ ௕మ

√௔మା௕మ ∙ ௔మି௕మ
௕మ ൌ ௔మି௕మ

√௔మା௕మ . 
Do istog rezultata smo mogli doći preko kosinusne teoreme ܿଶ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ െ  uzimajući u obzir ,ߛݏ݋2ܾܽܿ
da je ߛ ൌ 180଴ െ ߚ െ ሺ90଴ ൅ ሻߚ ൌ 90଴ െ ߚ2 ⇒ ߛݏ݋ܿ ൌ ߚ2݊݅ݏ ൌ ߚݏ݋ܿߚ݊݅ݏ2 ൌ ௔௕

ଶோమ ൌ ଶ௔௕
௔మା௕మ. 

Također, isto možemo dobiti pomoću Pitagorine teoreme u pravouglom trouglu ܯܤܣ (Slika 2) u kojem 
je jedna kateta ܿ ൌ തതതതതܯܣ തതതത, druga katetaܤܣ ൌ ௕௖

௔  , a hipotenuza ܯܤതതതതത ൌ ௔మି௕మ
௔ . 



Formula (7) dobija se direktno iz formula (3) i (6) jer je ܲ ൌ ௖௛೎
ଶ .  

Očito je ఊଶ ൌ 45଴ െ ߚ ⇒ ݃ݐ ఊ
ଶ ൌ ଵି௧௚ఉ

ଵା௧௚ఉ ൌ ଵି್
ೌ

ଵା್
ೌ

ൌ ௔ି௕
௔ା௕.  Izveli smo formulu ܿݏ݋ ଶ௔

௔మା௕మ. Odavde slijedi  

ߛଶ݊݅ݏ ൌ 1 െ ߛଶݏ݋ܿ ൌ ቀ௔మି௕మ
௔మା௕మቁଶ. Pošto je ߛ݊݅ݏ ൐ 0 i ܽ ൐ ܾ, očito vrijedi formula (9). 

Osobina (10) slijedi iz činjenice da je trougao ܧଵܥܧ jednakokraki jer je ∢ܥܧܣ ൌ ܥଵܧܣ∢ ൌ 45଴. Naime, 
ܥܧܣ∢ ൌ 180଴ െ ቀߙ ൅ ఊ

ଶቁ ൌ 180଴ െ ቀ90଴ ൅ ߚ ൅ ଽ଴బିଶఉ
ଶ ቁ ൌ 45଴. 

ߙ ൌ ܥଵܧܣ∢ ൅ ఈାఉ
ଶ ⇒ ܥଵܧܣ∢ ൌ ߙ െ ఈାఉ

ଶ ൌ ఈିఉ
ଶ ൌ 45଴. 

Trougao ܥܧܦ je jednakokraki pravougli, pa je ܧܥതതതത ൌ ݄௖√2 ൌ ௔௕√ଶ
√௔మା௕మ zbog (3). 

 
Slika 4. 

Trougao ܥܱܣ (Slika 4) je jednakokraki jer je ܱܣതതതത ൌ തതതതܱܥ ൌ ܴ. Osim toga ∢ܥܱܣ ൌ  što slijedi iz odnosa ,ߚ2
centralnog i periferijskog ugla nad istim lukom, a iz čega se dobije da je ∢ܱܥܣ ൌ 90ை െ  Zbog toga je .ߚ
ܱܥܣ∢ ൅ ܤܣܥ∢ ൌ 180ை, dakle ta dva ugla su suprotni na transverzali ܥܣ zbog čega je ܱܥ ∥  .ܤܣ
Osobina (12) slijedi iz činjenice da je ∢ܱܦܥ ൌ ܱܥܣ∢ ൅ ܣܥܦ∢ ൌ 90଴ െ ߚ ൅ ߚ ൌ 90଴. 

 
Slika 5. 



Povucimo visinu ܭܣതതതതሺܥܤ߳ܭതതതതሻ i produžimo je tako da se siječe sa pravom ܦܥ u tački ܪ (Slika 5). Pošto je 
ܣܥܦ∢ ൌ ܭܣܤ∢ i ߚ ܪܣܦ∢ ൌ 90଴ െ ߚ ⇒ ܣܪܦ∢ ൌ  .očito je tačna i zadnja navedena osobina ,ߚ
Pretpostavimo sada da je  ܥܤܣ pravougli trougao sa pravim uglom kod vraha ܥ, dakle ߛ ൌ ߙ ൅ ߚ ൌ 90଴. 
Tada možemo uočiti veliku sličnost sa trouglom kod kojeg je razlika uglova prav ugao, što se tiče formula 
(1)-(10).  
Formule (1) – (5) ostaju da važe. 
Formula (6) se mijenja tako da umjesto c ൌ ୟమିୠమ

√ୟమାୠమ vrijedi c ൌ ୟమାୠమ
√ୟమାୠమ ൌ √aଶ ൅ bଶ. U formulama (7), (8) i 

(9) također u brojniku umjestu znaka – treba staviti znak ൅ da bi bile tačne za pravougli trougao: 
P ൌ ሺaଶ ൅ bଶሻab

2ሺaଶ ൅ bଶሻ ൌ ab
2  

tg γ
2 ൌ tg45୭ ൌ a ൅ b

a ൅ b ൌ 1 

sinγ ൌ sin90୭ ൌ ୟమାୠమ
ୟమାୠమ ൌ 1. 

Ako su ܧ i ܧଵ tačke u kojima simetrale unutrašnjeg, odnosno vanjskog ugla kod vrha ܥ sijeku pravu ܤܣ, 
tada je ܧܥതതതത ൌ ௔௕√ଶ

௔ା௕ , ଵതതതതതܧܥ ൌ ௔௕√ଶ
|௔ି௕|. 

 
 
   


