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53. takmicenje mladih matematicara Bosne i Hercegovine
18. matematicka olimpijada BiH
Visoko, 18. 5. 2013. godine
Jezik: Bosanski

| dan

1. Nekaje ABC pravougli trougao (ugao kod vrha C je prav) i neka simetrale unutrasnjih uglova
kod vrhova A i B sijeku naspramne katete u tackama M i N redom. Visina CH sijeCe prave AM i
BN redom u tackama P i Q. Dokazati da je prava koja prolazi kroz sredista duzi QN i PM
paralelna hipotenuzi AB.

2. Datjenizsaag=1,a; =1ia,.1 = 14a, —a,_4 — 4 za prirodan broj n > 1. Pokazati da su
svi ¢lanovi ovog niza potpuni kvadrati.

3. Dokazati da se u skupu od (2:) ljudi, n prirodan broj, moze naéi n + 1 ljudi koji se svi

medusobno poznaju ilin + 1 ljudi koji se svi medusobno ne poznaju.

Vrijeme za rad: 4 sata.

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

SRETNO!
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4. Odrediti sve proste brojeve p i g za koje vrijedi p|30q — 1i q|30p — 1.

5. Nekajen = 3 prirodan broj i nekasu x; > 0 (i = 1,2, ...,n) realni brojevi za koje vrijedi
X1 + x5 + -+ x, = 1. Oznacimo
Ey=x2+x2 4+ x2—2001x + Xpx3 4+ =+ + Xp_1 X + XpX7).
Dokazati da je:
a) minF; = —1/3, b) minF, = —1/4, c) minFs =—-1/5.

6. Neka je I centar upisane kruznice trougla ABC. Na duzima IA, IB, IC odabrane su tacke P, Q, R
redom tako da vrijedi
IP-IA=1Q-IB=1IR-IC.
Dokazati da Eulerova prava za trougao PQR sadrzi tacke I i O, pri ¢emu je O centar opisane
kruznice trougla ABC.

Vrijeme za rad: 4 sata.

Svaki zadatak vrijedi 7 bodova.

SRETNO!
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18. matematicka olimpijada BiH
Visoko, 18. 5. 2013. godine
| dan

Rjesenja zadataka

1. Neka su F i E polovista duzina MP i NQ redom.

Oznagimo kutove 4MAC = 4MAB = 2. Iz pravokutnih trokuta AMC i APH slijedi £CMA = 90" -2 =
4APH = £CPM. Odavde je trokut CPM jednakokracan i CF 1L MP. Kako je 4CFA = 4CHA = 90, to se
toc¢ke C, F, H i A nalaze na istoj kruznici, pa je

4FCH = 4FAH = 4FAC = AFHC.

Slijedi da je trokut CFH jednakokracan i |FC| = |FH|. Zakljucujemo da se tocka F nalazi na simetrali
duzine CH. Analogno, moze se pokazati da se i tocka E nalazi na simetrali duzine CH. Stoga je EF L CH,
ato povlaci daje EF || AB.

B
H
M| F
E
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2. Kako je rekurzija nehomogena potrazimo rjeSenje u obliku a,, = b, + C, gdje je C odgovarajuca
konstanta. UvrStavajuéi u pocetnu rekurziju dobijamo b, 1 + C = 14(b,, + C) — (b1 + C) — 4,
bn+1 = 14by,—b,_; + 12C — 4, odakle slijedi da je € = é Sada je by = by = % Karakteristicna
jednacinaje t? — 14t + 1 = O &ijasurjeSenja t; , = 7 £ 44/3.

Time je by, = a(7 — 4v3)" + B(7 + 4V3)". Uvrstavajuci n = 0,1 dobijamo sistem

a+ﬁ=§

a(7-43) +B(7+4V3) =1

2+/3
6

¢ija su rjeSenja @ = B = %5. Sada je
=B - a3)" + 28 (74 4v3)" + L

Primijetimo da je 7 — 4v3 = (2 — \/5)2, pa je

e =2(2-V3)" +1(2+V3)" T 41
Daljeje 2 —v3 = # = (‘/5;1)2, pa odatle
= O O B e
_ (30" 23T (E+) T (VB )
3-22n

_ ((@_1)2n—1+(\/§+1)2n—1)2
= o .

2n—-1 2n—-1
Pokazimo da je ¢, = =0 yijek cijeli broj

_VB3+1 (V3-1)° " + V3-1 (V3+1)* "
‘=55 2 2v3 2
_3+V3 n . 3-3 n
=——(2-V3) +—(2+3) "
Kako su 2 —+/3, 2 + /3 rjesenja kvadratne jedna¢ine x? — 4x + 1 = 0, to je ¢, rjeSenje rekurentne

relacije c,4+q = 4c¢, — c,_1 sa pocetnim uslovima ¢, = ¢; = 1. Odavde slijedi da je ¢, cijeli broj i
a,=c2.
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3. Dokazimo opstiji rezultat: U skupu od (p p q) ljudi, p 1 g prirodni brojevi, mozemo naci p + 1 ljudi
koji se svi medusobno poznaju ili ¢ + 1 ljudi koji se svi medusobno ne poznaju. Dokaz provodimo
indukcijom po p + q.

Akojep+q = 2,1.p = q = 1, tvrdnja je oCigledna.

Pretpostavimo da imamo skup od (p ;; q) ljudi. Uo¢imo u njemu ¢ovjeka A. Imamo nekoliko slucajeva.

Prvi slucaj. Ako A poznaje bar 1

poznanika od A moze naci p ljudi koji se svi poznaju i koji zajedno sa A ¢ine trazenih p + 1 ljudi, ili
postoji g + 1 ljudi koji se svi medusobno ne poznaju i tvrdnja opet vrijedi.

)

((p R P + q) ljudi, onda se na osnovu induktivne pretpostavke izmedu

Drugi slucaj. Ako A ne poznaje bar ljudi, onda se na osnovu induktivne pretpostavke

izmedu osoba koje ne poznaju A moze naci p + 1 ljudi koji se svi medusobno poznaju ili g ljudi koji se
svi medusobno ne poznaju, koji zajedno sa A ¢ine trazenih g + 1 ljudi koji se medusobno ne poznaju i
tvrdnja vrijedi.

((p—i)+q

1 ) — 1 ljudi i ne poznaje ne vise od

Trec¢i slucaj. Slucaj kada A poznaje ne vise od

(p + (Z B 1)) — 1 ljudi nije moguc¢ jer je

((p;i)1+q)—1+(p+(g_1))—1=(p;q)—2<(p;q)—1.
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18. matematicka olimpijada BiH
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Rjesenja zadataka

4. Primijetimo da je NZD(pq, 30) = 1, odnosno p, q # 2, 3,5. Iz uslova se lako dobija
rq|30(p +q) — 1.
Odavde zaklju¢ujemo da postoji prirodan broj n takav da je NZD(n, 30) = 1 i za koji vazi
pqn =30(p + q) — 1.

Posmatramo sljedece slucajeve:
I1n=1
Jednacina postaje pq = 30(p + q) — 1 koja je ekvivalentna sa

(p —30)(q —30) =899 =29-31 =1-899.
Odavde dobijamo rjesenja (p, q) € {(59,61), (61,59),(31,929)(929,31)}.
2°n > 1 odakle slijedin > 7 (jer je NZD(n, 30) = 1).
Sada imamo

7pq <pgn =30(p +q) — 1 < 30(p + q).

Zbog simetrije moZemo uzeti da je p < q. Dijeljenjem posljednje nejdnakosti sa 30pq dobijamo

7<1+1<2
30 p g™ p

Odavdejep < % < 9,akakojep =7 (zbogp,q # 2,3,5), to mora bitip = 7. Sada
7|130g —1iq|30-7—1 =209 =11-109.

Odavde je ¢ = 11 ili ¢ = 19. Drugi slucaj otpada jer broj 30 - 19 — 1 = 569 nije djeljiv sa 7. Dakle, u
ovom slu¢aju jedina rjesenja su (p,q) € {(7,11), (11, 7)}.

Sva rjeSenja su data sa (p,q) € {(7,11),(11,7),(59,61), (61,59),(31,929)(929,31)}.
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Fy = x2 4+ x2 4+ x3 — 2x1x, — 2X5X3 — 2X3X;
=2(xf +x24+x3)— (x; + x5 +x3)% =
Zg(x1+x2+x3)2—1 =—

y 1 - .

Jednakost se moZe dosti¢iza x; = x, = x3 = T Koristili smo AK nejednakost.

b) Fy = X2 4+ x5 + x34x7 — 21Xy — 2XpX3 — 2X3Xg4 — 2X4X; =
— .2 2 2 2
=x7+x5+x5+x5— 20 +x3)(05 +x4) =

=

e

X + Xy + x3 + x4)? 1
(x1+xZ+X3+x4)2_2(1 z 4 3 4) :_Z.

Koristili smo nejednakosti AK i AG. Jednakost vrijedi x; = x; = X3 = x4 = -

c) Nekaje A = x1x5 + X3X3 + X3X4 + X4X5 + X5X1 | B = x1X3 + x3X4 + X3X5 + x,%1 + X5X;.
Nejednakost

Fg = x? 4+ x2 + x3+x5+x8 — 2x,Xx; — 2X,X3 — 2X3Xg — 2X4X5 — 2X5Xq = —

Ul =

1
<=>1—4A—ZBZ—§

3
(=)2A+BS§

2 2 24,2442 2
S 24A+B < xi +x5 +x5+x5+x5 + 24+ 2B — =

ulN

< x? +x% 4+ x2+x2+x2 + B.

Posljednja nejdnakost slijedi iz

X2+ x2 + x24x24+x2 + x1X3 + XXy + X3Xs + XaXq + X5Xp=

N =

[Cey + 2x3)% 4 (xp + x4)% 4 (x5 4+ x5)% + (g + x1) %+ (x5 + x2)%] =

ul|

1 2
5 [, 4 x5+ x5 + x4 + X3+ X5 + x4 + %5 + X,]2 ==

Primijenili smo na kraju nejednakost AK. Jednakost vrijediza x; = x5 = x3 = X4 = x5 = -.
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6. Iz uvjeta zadatka % = % slijedi AIPQ~AIBA, a odavde da je Cetverokut ABQP tetivan, pa je

AIPQ = g i 8IQP = % Analogno dobivamo da su Cetverokuti BCRQ i ACRP tetivni. Slijedi da su kutovi
trokuta PQR

4RPQ =90° —%,4PQR = 90" — £, 50RP = 90" - L,
Iz jednakosti £/PQ + #PQR = 90°, dobivamo da je PI L RQ, pa je totka I ortocentar trokuta PQR.

Neka je S srediste opisane kruZnice trokutu PQR i C’, B', A’ sredi$ta opisanih kruZnica ¢etverokutima
ABQP, ACRP, BCRQ redom. Kako to¢ke A’ i B’ leze na simetrali duZine CR, vrijedi A'B’ || PQ. Sli¢no
imamo B'C’ | RQ i A'C’ || PR.

a

Koristeci jednakost kutova sa okomitim kracima dobivamo 20B'C' = 4IAC = g i40C'B’ = 4IAB = >
Slijedi da je O srediste opisane kruZnice trokutu A'B'C’. Trokuti A’B’C’ i PQR su homoteti¢ni (sa
sredistem homotetije u presjeku pravaca A'P, B'Q i C'R). To¢ka S je ortocentar trokuta A’B'C’ i srediste
opisane kruznice trokuta PQR. Dakle, srediste homotetije leZi na presjeku pravaca SI i 0S, te su tocke

S,1i 0 kolinearne.





