UDRUZENJE MATEMATICARA TUZLANSKOG KANTONA - UM TK
PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog kantona
IZ MATEMATIKE

Tuzla, 04.04.2009. godine
I razred

1. U trouglu ABC su date stranice a i b. Ako je h. = hy + hy, izracunati
stranicu c.

2. Ako za pozitivne brojeve a, b, ¢ vrijedi jednakost

a+b b+c c+a
ab< 5 —c>+bc( 5 —a)—l—ca( 5 —b>—0,

dokazati da je tada a = b = c.

3. Dokazati da jednadzba
32% + 5y% = 4444
nema rjesenja u skupu cijelih brojeva.

4. Na sahovskom turniru prva cCetiri mjesta zauzeli su: Tarik, Faris, Ivan
i Harun. Na pitanje kako su se plasirali, pobjednici su izjavili sljedece.
Tarik: "Faris je drugi, a Ivan tre¢i", Faris: "Ivan je drugi, a Tarik
Cetvrti", Ivan: "Tarik je tre¢i, a Harun drugi". Nezadovoljan svojim
uspjehom Harun nije zelio da da izjavu. Ostali su, s namjerom da
zbune novinare, dali po jedan tacan i jedan netacan podatak i tu svoju
namjeru su im na kraju otkrili. Medu novinarima je bio jedan koji
je poznavao matematicku logiku i u njegovom listu je objavljen tacan
redoslijed takmicara. Koji je tacan redoslijed?
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Svaki tacno uradjeni zadatak boduje se sa 7 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.
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IT razred

1. Dokazati jednakost

1
2. Dokazati da je 22 + y* > 5 ako je x — 2y = 1.

3. U skupu cijelih brojeva rijesiti jednadzbu
v? —xy+ 22 — 3y = 6.

4. U isjecak kruga poluprec¢nika R upisan je krug poluprecnika r. Ako je
duzina tetive isjecka jednaka 2a, dokazati da je

1 1 1

r R a
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Svaki tacno uradjeni zadatak boduje se sa 7 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.
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1. Dokazati da je nejednakost
2%(4 + logZy) + 2z log, y + logiy + 1 > 0,
zadovoljena za sve realne x i sve y > 0. Kada vrijedi znak jednakosti?
2. Ako za uglove «, 3, v i stranice a, b trougla vrijedi relacija
a+b=tan %(atana + btan ),
tada je trougao jednakokraki.

3. Ako su a, b, ¢ pozitivni brojevi i a + b+ ¢ = 1, dokazati da je
a+b b+c cHa
- -
ab be ca

> 18.

4. Naéi sve trojke (x,y, z) prirodnih brojeva takvih da je
4yl =15 2%

k3K ok sk ok sk sk 3k ok k kR ko3k sk kok sk ok kosk sk ok sk sk >k k sk sk ok sk osk sk ok sk sk ok sk osk sk ok ok kR ok ok ok

Svaki ta¢no uradjeni zadatak boduje se sa 7 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.
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PEDAGOSKI ZAVOD TUZLA

Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog kantona
1Z MATEMATIKE

Tuzla, 04.04.2009. godine

IV razred

1. Duzine stranica trougla obrazuju aritmeticki niz. Dokazati da drugi po
veli¢ini ugao ne prelazi 60°.

2. Na skupu realnih brojeva definirana je funkcija

1
f('r)zg 2 3 2 3 2 °
Va2 + 2+ 1+ Va2 —1+ Va2 —2x+1

Odrediti f(1) + £(2) + - + £(2009).

3. Niz (a,) zadan je rekurzivno:

0,1:1,

4n — 2
a, = Gn_1; N > 2.
n

Dokazati da su svi ¢lanovi tog niza prirodni brojevi.
4. Nagci sva cjelobrojna rjesenja jednadzbe
U424zl =7

u skupu prirodnih brojeva, ali za z > 2.
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Svaki tac¢no uradjeni zadatak boduje se sa 7 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.



RjeSenja zadataka

I razred

1. U trouglu ABC su date stranice a i b. Ako je h. = h, + hy izraunati
stranicu c.

Rjesenje. Kako je

P fy = — = ,
2 2 2
to vrijedi
2P 2P 2P
h‘(l == — h‘b = -, h/C [ —
b c

Uzevsi u obzir pretpostavku zadatka, h. = h, 4+ hy, dobijamo da je
2P 2P 2P I 1 a+b

=
c a+b a+b ab ’
pa je

2. Dokazati da jednadZba
322 4 5y? = 4444

nema rjeSenja u skupu cijelih brojeva.

Rjesenje. Napravimo pregled zadnje cifre. Zadnja cifra broja x? pri-
pada skupu {0,1,4,5,6,9}. Prema tome, zadnja cifra broja 3x? pri-
padat ¢e skupu {0,2,3,5,7,8}, dok zadnja cifra broja 5y? pripada
skupu {0,5}. Dakle, zadnja cifra broja 3z% + 5y? pripadat ¢e skupu
{0,2,3,5,7,8}.

Kako zadnja cifra broja 4444 ne pripada skupu {0, 2,3,5,7,8}, to za-
klju¢ujemo da polazna jednadzba nema rjesenja u skupu cijelih brojeva.

3. Ako za pozitivne brojeve a, b, c vrijedi jednakost

ab(a;—b—c)—kbc(b%c—a)—l—ca(c—;a—b):0, (1)

dokazati da je tada a = b = c.

Rjesenje. Neka je a > 0,b > 01ic > 0. Jednakost (1) ekvivalentna je

sa
%b(a+b)—abc+%C(b+c)—abc+%(c+a)—abc:0,



pa je
ab(a +b) + be(b + ¢) + ac(a + ¢) = 6abe.

Podijelimo li posljednju jednakost sa abc, dobijamo

a b b ¢ ¢ a
—+-t-—+-+-+- =6
c ¢ a a b b
tj.
a c b ¢ a b
-+ - -+ - -+ -] =6. 2
<c+a)+<c+b)+(b+a> @)
Kako je
2., 2 — o249 2
a—l—c:(a c)+ac:(a c) Lo
ac ac ac
to je (2) ekvivalentno sa
)2 b— 2 _b2
(=P, b=  a=bP _
ac bc ab

Zbog pozitivnosti brojeva a, b, ¢ i ¢injenice da je (a—c)* > 0, (b—c)* >
0, (a — b)? > 0, vidimo da posljednja jednakost vrijedi ako i samo ako
jea—c=0,b—c=0,a—b=0,to jest ako i samo ako je a = b = c.

. Na sahovskom turniru prva cetiri mjesta zauzeli su: Tarik, Faris, Ivan
i Harun. Na pitanje kako su se plasirali, pobjednici su izjavili sljedece.
Tarik: "Faris je drugi, a Ivan tre¢i", Faris: "Ivan je drugi, a Tarik
Cetvrti", Ivan: "Tarik je tre¢i, a Harun drugi". Nezadovoljan svojim
uspjehom Harun nije zelio da da izjavu. Ostali su, sa namjerom da
zbune novinare, dali po jedan tacan i jedan netacan podatak i tu svoju
namjeru su im na kraju otkrili. Medu novinarima je bio jedan koji
je poznavao matematicku logiku i u njegovom listu je objavljen tacan
redoslijed takmicara. Koji je tacan redoslijed?

Rjesenje. Jedan od nacina rjesavanja ovog problema je sljede¢i. Nov-
inar je mogao napisati sve mogucnosti rasporeda cetverice Sahista na
prva cetiri mjesta na tabeli, a zatim sistemom eliminacije iskljuciti one
rasporede u kojima se javljaju ili oba tac¢na rasporeda ili oba netacna
rasporeda iz navoda svakog od trojice Sahista koji su dali izjave. Te
rasporede prikazat ¢emo sljedecom tabelom:

*TFIH |FTIH* |*ITFH | *HTFI
TFHI* | *FTHI |*ITHF |HTIF**
*TIFH |*FITH |[IFTH* | HF T I'**
*TIHF | *FIHT | IFHT *HFIT
*THFI |[*FHTI |[*IHTF |*HITF
THIF* | FHIT |*IHFT |*HIFT




Na osnovu Tarikove izjave isklju¢uju se svi rasporedi na kojima je F na
drugom i I na tretem mjestu (sluc¢aj kad su obje tvrdnje tacne), kao i svi
rasporedi u kojima F nije na drugom i I nije na tre¢em (slucaj kad su obje
tvrdnje neta¢ne). Ti rasporedi su oznaceni jednom zvjezdicom. Na osnovu
Farisove izjave od preostalih neoznacenih rasporeda iskljuc¢uju se oni u kojima
je I na drugom i T na ¢etvrtom mjestu (slucaj kad su obje tvrdnje tacne),
kao i svi oni rasporedi u kojima I nije na drugom i T nije na ¢etvrtom (slucaj
kad su obje tvrdnje netaéne). Nakon ovoga preostale su jos samo dva moguéa
rasporeda: FHIT i I F H T. NO, na osnovu Ivanove izjave, vidimo da
mora otpasti raspored I F H T (zbog netacnosti obje tvrdnje), tako da je
stvarni raspored: F H I T, tj. prvo mjesto je Faris, drugo mjesto je Harun,
trete mjesto je Ivan, a cetvrto mjesto je Tarik.



IT razred

1. Dokazati jednakost

\/ﬁ+2\/\/§—1+\/\/§—2\/\/§—1:2. (3)

Rjesenje. I nacin:
Kako je

V24+20/V2—1=142/V2—14+v2-1=(1+/V2-1),

to je
\/\/§+2\/\/§—1:1+\/\/§—1.
V2—2V2—1=(1-vV2-1)?
\/\/5—2\/\/5—1:1—\/\/5—1.

Prema tome, vrijedi

\/ﬁ+2\/\/§—1+\/\/§—2\/\/§—1:1+\N§—1+1— V2—-1=2.

Time je dokazana jednakost (3).

Analogno je

pa je

IT nacin: Nakon kvadriranja jednakosti (3) dobijamo

2f+2\/2— (V2—-1) =4,

\V6—4vV2=2-2.

Kvadriranjem posljednje jednakosti imamo da je
6 —4v2 =6 — 42,

tj. polazna jednakost zaista vrijedi, jer je ekvivalentna s posljednjom.

odnosno



1
2. Dokazati da je 2 + > > 5 ako je x — 2y = 1.

Rjesenje. I nacin:
Neka je x — 2y = 1. Tada je x = 2y + 1, pa je

Py’ = (2y+1)P+yP =5+ 4y + 1

= 5(+5y+5)
=5 (y+§)2—g+%]
= 5|+ %]
= 5(y+3) +1
Kako je
(1+3) >0
=) =0,
to je

II nacin: Primijetimo da je
2 +y’ =5y +dy + 1= f(y).
Kako je prva koordinata parabole f(y), yr jednaka

b 4 9
Ir="5,""2.5 &

to je (jer je parabola okrenuta otvorom prema gore)

2 1
Jmin = f(yr) = f(—g) =5
pa je
1
Dakle,
?+y? > 1
vz

3. U skupu cijelih brojeva rijesiti jednadzbu

r? —xy+ 22— 3y = 6.



Rjesenge.
2+ 20 —6=3y+ry e’ +2r—6=(3+2)y.
Kako x = —3 ne moze biti rjesenje date jednadzbe, zbog
2+ 20— 6= (zv—1)(v+3) -3,

imamo da je

3
y=w—1-——,
x
pa su moguée vrijednosti izraza x + 3 brojevi iz skupa {—3,—1,1, 3}.

Cetiri slucaja koja mogu da nastupe daju da je skup rjesenja date
jednadee R= {(_27 _6>7 (_47 _2>7 (07 _2)7 <_67 _6>}

4. U isjecak kruga polupre¢nika R upisan je krug poluprecnika r. Ako je
duzina tetive isjecka jednaka 2a, dokazati da je

1 1 1

r R a

Rjesenje. Uvedimo oznake:

TQ=a, SQ=R, PPP=r, SP=R—r.

SI
Q'/:
Pi
SS'=R,
SQ=R | SQ=R
QQ'=2a
1 1



Primijetimo da je PP’ L SQ, jer je SQ tangenta na upisani krug
je
/STQ = /SP'P =90°

/SQT =~ /SPP,

jer su to uglovi s normalnim kracima. Prema tome,
ASTQ ~ ASP'P,

Iz navedene sli¢nosti slijedi da je

PP TQ
SP  5Q’
odnosno . a
R—r R
Odavde je
rR = Ra — ra,

pa, nakon dijeljenja sa aRr, dobijamo da je

1 1 1

r R a

. Dalje



I1T razred

1. Dokazati da je nejednakost
2%(4 + log3y) + 2z log, y + logiy + 1 > 0, (4)
zadovoljena za sve realne x i sve y > 0. Kada vrijedi znak jednakosti?

Rjesenje. Data nejednakost se moze promatrati kao kvadratna nejed-
nadzba po x. Buduci da je

a=4+logiy >0, zasvey >0,
preostaje jo§ da ispitamo znak odgovarajuce diskriminante:
D = b —dac=4logly —4(4 +1log2y)(logZy + 1)
= 4(logyy — Hlogyy — 4 —logy y)
= —4(logiy+2)2<0, zasvey > 0.

Zbog toga je kvadratni trinom (4) po x uvijek strogo pozitivan. Dakle,
jednakost nikada ne vrijedi.

2. Ako za uglove «, (3, 7y i stranice a, b trougla vrijedi relacija
a+b=tan %(atana + btan j3),

tada je trougao jednakokraki.

Rjesenge.
a+b=tan %(atana + btan f3),
a— atan%tana = btan%tanﬁ —b,

sin L sin «v sin 2 sin

COS 3 COS (v Cos 3 cos 3
Dalje je

.. Ccos v cos 3 — sin asin 3 _ cos 3 cos 3 — sin B sin 5
gl 7 )
COS (¢ COS 7 cos 3 cos 3

odnosno

cos(a+3) Y cos(f + 1)

v
2

a

v =
COS ¥ COS D) COS 6 COS



pa je
a cos f3 cos(a + %) + bcos accos(8 + Z) =0.

2
Kako je
YT a+p
2 2 2
to je
y_ 1 PB-a y_m a—pf
e R B R
S obzirom na posljednje jednakosti imamo da je
acosﬂsinﬁ @ bcosasinﬁ ; e _ 0,
tj.
. -«
sin (acosf —bcosa) = 0.
Odavdje je
sin —— e _ 0,
tj.
a=p,

ili je
acos 5 = bcos a.

Ova relacija sa kosinusnim teoremom daje
a> =V +c® — 2bccosa = a® = b* + ¢® — 2accos B

V> = a®+ ¢® — 2accos B = b* = a® + ¢* — 2accos S.
Oduzimanjem ovih nejednakosti dobije se

=0 =a=0

Prema tome, zaista je trougao jednakokraki.



3. Rjesenje. Koristeti uvjet a + b+ ¢ = 1, imamo

a+b+b+c+c+a a+b+c c b+c+a a cH+at+b b

ab be ca ab ab be be ca ca
1 c 1 a 1 b

ab ab bec bec ca ca

cl—c)+b(1=0)+a(l—a)

abc

_cla+b)+b(c+a)+a(b+c)
N abc

1 1 1 14141
= 9(Z - ) a b c

(a+b+c) 0 3
1>1
e 3 g

a+b+c

gdje je A- aritmeticka, a H- harmonijska sredina brojeva a, b, c.
4. Naéi sve trojke (x,y, z) prirodnih brojeva takvih da je

o4yl =15-27

Rjesenje. Ako je v > 6, y > 6 tada je x! + ! djeljivo sa 9, dok 15 - 2%
nije djeljivo. Dakle, mozemo pretpostaviti da je y < x iy < 5. Tada je

! 15 - 2%
C1=

y! y!

z!

Cijeli broj ' je neparan samo ako je z = 1 i u tom slucaju je
y!

|
x =4,y = 3. Ako je z > 2, tada je cijeli broj m_‘ neparan, odakle
y!

slijedi da je x =y ili = y 4+ 1 i x neparan.

U prvom sluc¢aju slijedi da 15 dijeli y! pa je y = 51 z = 4, §to je
nemoguce.

U drugom slucaju dobijemo ili da je y =2, x =3 iliy =4, x = 5, §to
je takoder nemoguce.

Prema tome, trazene trojke su (4,3,1) i (3,4, 1).



IV razred

1. DuzZine stranica trougla obrazuju aritmeti¢ki niz. Dokazati da drugi po

veli¢ini ugao ne prelazi 60°.
Rjesenje. Kako stranice trougla obrazuju aritmeticki niz, to vrijedi

a—b:b—c:b:a—gc.

Na osnovu kosinusnog teorema vrijedi

b2 = a® + 2 — 2accos f3,

pa je
2 2 _ 2
ac
3a2 32  ac
_ 4 4 2
2
3 <a acc> _ 1
- 8\¢ a 4
Kako je
a ¢
-+ > 2,
a
to je
3 1 1
> =2
cosf3 > 1 1°3
Prema tome,
£ < 60°.

. Na skupu realnih brojeva definirana je funkcija

1
Pyl 1+ — w1

Odrediti f(1) + f(2) + - - + £(2009).

/()

Rjesenje. Primijetimo da funkciju f(z) mozemo napisati i u sljedecem
obliku

1
(Vz + 1)2 + Ve -1z + 1+ (Vo - 1)27

fz) =




Ve+1l—+vr—1
((\3/x+1)2+\3/x—1\3/:c+1+(\?/:c—l)Q) (Yrri1-Vo—1)

odnosno

Vr+1— -1
flz) =
z+1—-—x+1
(gdje smo koristili identite: (a — b) (a? + ab + b?) = a® — b?).
Dakle, funkcija f(z) je oblika

I

flx) = %(\%ﬁLl —vax —1).

Sada je
2f(1) = V2-70
2f(2) = V3-V1
2f(3) = V4-2

2£(2007) = /2008 — /2006
2£(2008) = /2009 — /2007
2£(2009) = 2010 — ¢/2008.

Saberemo li navedene jednakosti dobijamo da je

F)+ f(2) + -+ £(2009) = %(\3/2010 + /2009 — 1).

. Niz (a,) zadan je rekurzivno:

a, = ]_,

dn — 2

a, = Ap_1; N > 2.
n

Dokazati da su svi ¢lanovi tog niza prirodni brojevi.
Rjesenje. Primijetimo da je
2(2n — 1)

anp = Qp—1
n

22(2n —1)(2n — 3)
n(n —1)

n—2

2 12n —1)(2n —3)---5-3
= ai.

n(n—1)---3-2




Prema tome,

2 2n—1)(2n—3)---5-3(n—1)!
in = n(n—1)---3-2(n—1)! '

Iskoristimo li da je
2" M n — D)l =2n—2)2n —4)---4-2,

dobijamo da je
—1)! — 1! —
0o — (2n —1)! _ (2n —1)! _(2n—1 R
nl(n—1)  nl(2n—1-n)! n

Kako su binomni koeficijenti prirodni brojevi, zaklju¢ujemo da su ¢lanovi
niza (a,) prirodni brojevi.

. Naéi sva rjesenja jednadzbe
4204 f 2l =y*
u skupu prirodnih brojeva, ali za z > 2.
Rjesenje. Razlikujemo sljedece slucajeve:
(a) ako je z =1, onda je (1,1, k), k > 2 rjesenje jednadzbe

(b) ako je x =2, onda je 3 = y* i jednadzba nema rjesenja

(c) ako je x = 3, onda je 9 = y* pa jednadzba ima rjesenje (3, 3,2)
(

)
)
)
d) ako je z =4, onda je 33 = y* i jednadzba nema rjesenje
(e) akojez =5, onda je 153 = 3-3-17 = y* i jednadzba nema rjesenja
(f) ako je z = 6, onda je 873 = 3-3-97 = y* i jednadzba nema rjesenja
(g) ako je xz > 7, onda razlikujemo sljedeée moguénosti:
i. ako je z = 2, onda jednadzba postaje
U424 -+ 2! =33+ 10k = ¢°.
Jednadzba nema rjesenja, jer se kvadrat prirodnog broja nikada
ne zavrsava cifrom 3,

ii. ako je z =3, onda je
D4+20 4 4 al =873+ Tk = ¢
Kako je
873 + 7k = 5(mod7),

i kako je y® = 0(mod7) ili y> = 1(mod7) ili y*> = 6(modT), to
jednadzba nema rjesenja,



iii. ako je z > 4, onda je
420+ 49 4 -+ 2l = 46233 + 81k = y°.
Kako je ocigledno 46233 + 81k djeljivo sa 9, a nije sa 81, to

je y* djeljivo sa 32, a nije sa 3%, §to znaci da jednadzba nema
rjesenja.



