
19. MATEMATIQKA OLIMPIJADA BOSNE I HERCEGOVINE

Istoqno Sarajevo, 10{11. maj 2014.

PRVI DAN

1. Data je kru�nica k i na �oj taqke A i B koje nisu dijametralno suprotne.
Na ma�em luku AB data je taqka C. Neka su D, E, F podno�ja normala iz
taqke C na tetivu AB i tangente kru�nice k u taqkama A i B. Dokazati da je
CD =

√
CE · CF .

2. Neka su a, b, c razliqiti realni brojevi.

i) Izraqunati vrijednost izraza

a)
1 + ab

a− b
· 1 + bc

b− c
+

1 + bc

b− c
· 1 + ca

c− a
+

1 + ca

c− a
· 1 + ab

a− b
,

b)
1− ab
a− b

· 1− bc
b− c

+
1− bc
b− c

· 1− ca
c− a

+
1− ca
c− a

· 1− ab
a− b

.

ii) Dokazati nejednakost

1 + a2b2

(a− b)2
+

1 + b2c2

(b− c)2
+

1 + c2a2

(c− a)2
≥ 3

2
.

Da li mo�e nastupiti znak jednakosti?

3. Na�i sva rjexe�a jednaqine 7x−2·5y = −1 u skupu nenegativnih cijelih brojeva.

DRUGI DAN

4. Niz (an) zadovo	ava uslove a1 =
1

2
, am =

am−1

2m · am−1 + 1
, m > 1.

Odrediti zbir a1 + a2 + · · ·+ ak, za proizvo	no k ∈ N.

5. Zadat je pravilni n−tougao, n ≥ 6. Koliko ima trouglova sa tjemenima u tje-
menima n−tougla kojima su stranice dijagonale tog n−tougla?

6. Neka su D i E redom podno�ja visina iz tjemena A i B trougla ABC, F
presjeqna taqka simetrale ugla C sa stranicom AB, a O, I i H redom centar
opisane kru�nice, centar upisane kru�nice i ortocentar trougla ABC. Ako je
CF

AD
+
CF

BE
= 2 , dokazati da je OI = IH.
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RJEXE�A

1. Taqke D i E pripadaju kru�nici nad preqnikom AC a taqke D i F pripadaju
kru�nici nad preqnikom BC. Prama tome, qetvorouglovi ADCE i BDCF su
tetivni. Imaju�i to u vidu i koriste�i jednakost uglova izme�u tangente i
tetive i periferijskog ugla nad tetivom, dobijamo

∠EDC = ∠EAC = ∠ABC = ∠DFC.

Analogno se dokazuje da je ∠FDC = ∠DEC. Iz jednakosti ovih uglova slijedi
da je trougao EDC sliqan sa trouglom DFC, odakle slijedi

CD

CE
=
CF

CD
,

tj. CD =
√
CE · CF .

2. i) a) Nakon svo�e�a na zajedniqki sadr�alac i sre�iva�a dobija se da je
vrijednost izraza jednaka 1.

b) Sliqno kao pod a) dobija se da je vrijednost izraza jednaka −1.
ii) Koristi�emo poznate nejednakosti x2+y2+z2 ≥ xy+yz+zx i x2+y2+z2 ≥
−2(xy + yz + zx), koje vrijede za proizvo	ne realne brojeve x, y i z, kao i
identitet 2(t2 + u2) = (t+ u)2 + (t− u)2. Dakle, imamo

2

(
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(
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+

+

(
1− ab
a− b

)2

+

(
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b− c
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(
1− ca
c− a

)2

≥ 1 + ab

a− b
· 1 + bc

b− c
+

1 + bc

b− c
· 1 + ca

c− a
+

+
1 + ca

c− a
· 1 + ab

a− b
+ (−2)

(
1− ab
a− b

· 1− bc
b− c

+
1− bc
b− c

· 1− ca
c− a

+
1− ca
c− a

· 1− ab
a− b

)
=

= 1 + (−2) · (−1) = 3.

Jednakost mo�e nastupiti za a = −
√
3, b = 0 i c =

√
3.

3. Za y < 3 dobijamo rjexe�a (0, 0) i (2, 2).
Neka je y > 3. Razmatraju�i ostatke po modulu 4 zak	uqujemo da je x paran, a
razmatraju�i ostatke po modulu 3 zak	uqujemo da je y paran.
Dakle x = 2x1 i y = 2y1, x1, y1 ∈ N, y1 > 1. Iz tablice ostataka

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
49n (mod 125) 49 26 24 51 −1 −49 −26 −24 −51 1

zak	uqujemo da mora biti x1 = 10x2 + 5 (x2 ∈ N).
Sada jednaqina poprima oblik

4910x2+5 + 1 = 2 · 25y1 , tj. (495)2x2+1 ≡ 0 (mod 495 + 1)

odakle slijedi da broj 495+1 = (49+1)(494−493+492−49+1) mora biti djelite	
broja 2 · 25y1 . Dakle, 494− 493 +492− 49+ 1 treba biti stepen broja 5. Me�utim,
ovo ne mo�e biti zbog

494 − 493 + 492 − 49 + 1 ≡ (−1)4 − (−1)3 + (−1)2 − (−1) + 1 ≡ 5 (mod 25).

Dakle, jedina rjexe�a date jednaqine su parovi (0, 0) i (2, 2).
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4. Iz uslova zadatka slijedi da je

(1) am =
1

2m+ 1/am−1
.

Neka je bm =
1

am
, m ∈ N. Iz (1) slijedi da je bm = 2m + bm−1, odakle (matem-

atiqkom indukcijom ili teleskopira�em ) dobijamo da je bm = m(m+1). Dakle,

am =
1

m(m+ 1)
=

1

m
− 1

m+ 1
,

odakle slijedi da je a1 + a2 + · · ·+ ak = 1− 1

k + 1
=

k

k + 1
.

5. Neka je A1A2 . . . An pravilni n−ugao. Posmatrajmo tra�ene trouglove kojima je
jedno tjeme A1. To tjeme se mo�e spojiti sa bilo koja dva tjemena tog n−tougla,
osim sa A1 i An. Takve dvije taqke mo�emo izabrati na

(n− 3
2

)
naqina.

Od ovog broja moramo oduzeti broj trouglova oblika A1AkAk+1, k ∈ {3, 4, . . . , n−
2}, kojih ima n − 4, pa je A1 tjeme

(n− 3
2

)
− (n − 4) takvih trouglova. Ako ovaj

postupak ponovimo i za ostala tjemena, svaki trougao �emo raqunati 3 puta, pa
je tra�eni broj trouglova jednak

1

3
· n ·

((
n− 3

2

)
− (n− 4)

)
=
n(n− 4)(n− 5)

6
.

6. Neka je BC = a, AC = b, ∠ACB = γ, ∠CAB = α, CF = sc.
Kako je P4ABC = P4AFC + P4BFC, slijedi da je

1

2
bsc sin

γ

2
+

1

2
asc sin

γ

2
=

1

2
ab sin γ, tj. sc =

2ab cos(γ/2)

a+ b
.

Kako je AD = b sin γ i BE = a sin γ, dobijamo da je

CF

AD
+
CF

BE
=

2a cos(γ/2)

(a+ b) sin γ
+

2b cos(γ/2)

(a+ b) sin γ
=

1

sin(γ/2)

(
a

a+ b
+

b

a+ b

)
=

1

sin(γ/2)
.

Odavde, na osnovu datog uslova slijedi da je sin(γ/2) = 1/2, tj. γ = 60◦.

Neka prava CF sijeqe kru�nicu opisanu oko trougla ABC u taqki M . Tada je
OM ⊥ AB. Me�utim, kako je CH ⊥ AB, slijedi da je ∠OMC = ∠MCH, tj.
∠OCM = ∠MCH.

Iz trougla HCE dobijamo da je CH =
CE

sinα
, poxto je ∠EHC = 90◦ − ∠ECH =

90◦ − (90◦ − α) = α. Iz trougla BCE imamo da je CE =
a

sinα
cos γ = 2R cos γ, a

kako je γ = 60◦ dobijamo da je CH = R.

Odavde slijedi da su trouglovi CHI i COI podudarni, odakle dobijamo da je
OI = IH, xto je i trebalo dokazati.
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REZULTATI 19. MATEMATIQKE OLIMPIJADE BiH

Istoqno Sarajevo, 10{11. maj 2014.

Ime i prezime, grad Z1 Z2 Z3 Z4 Z5 Z6
∑

meda	a

1. Milica �uki�, Pr�avor 7 2 7 7 7 7 37 zlato

2. Lamija Kujan, Sarajevo 7 2 6.5 7 7 7 36.5 zlato

3. Neira Kurtovi�, Sarajevo 7 3 7 7 7 2 33 srebro

4. Rijad Muminovi�, Sarajevo 7 2 2 7 7 7 32 srebro

5. Demir Papi�, Sarajevo 7 1 2 7 7 7 31 bronza

5. Abdulah Jaxarevi�, Sarajevo 7 3 7 7 7 0 31 bronza

7. Adnan Kreho, Sarajevo 7 3 1 7 7 4 29
8. Anes Valenti�, Sarajevo 7 6 1 7 7 0 28
9. Milica Babi�, Ba�a Luka 7 3 2 7 6 2 27
9. Slaven Baji�, Ba�a Luka 7 2 2 7 7 2 27

11. �enis Pepi�, Sarajevo 7 2 3.5 7 7 0 26.5
12. Haris Brki�, Sarajevo 7 2 2 7 6 2 26
12. Mirza Arnaut, Graqanica 7 2 2 7 6 2 26
14. Ivona Juroxevi�, Bratunac 7 2 2 7 7 0 25
14. Adnan Gobe	i�, Sarajevo 7 2 2 7 7 0 25
16. Adisa Boli�, Biha� 7 2 1.5 7 7 0 24.5
16. Milan Kuzmanovi�, Ba�a Luka 7 2 1.5 7 7 0 24.5
18. Ajdin Muharemovi�, Zenica 7 2 1 7 7 0 24
18. Zlatko Salko Lagum
ija, Sarajevo 7 2 2 7 6 0 24
20. Amila Sab	ica, Sarajevo 7 2 2 7 0 0 18
20. Dina Sarajli�, Sarajevo 2 2 0 7 7 0 18
22. �or�e Mitrovi�, Prijedor 7 2 1 0 7 0 17
23. Din Bostan
i�, Sarajevo 7 1 1.5 7 0 0 16.5
23. Aleksandar Jeli�, Ba�a Luka 2 2 1.5 7 4 0 16.5
25. Tarik Ibrahimpaxi�, Biha� 7 2 1.5 3 2 0 15.5
26. Nikica Peri�, Xiroki Brijeg 3 0 1.5 3 7 0 14.5
27. Nikolina Radiqi�, Gradixka 5 0 2 0 5 0 12
28. Domagoj-Kreximir Juki�, �epqe 0 2 1 6 2 0 11
29. Vasilije Panti�, Bije	ina 0 2 1.5 7 0 0 10.5
30. Jelena Lazi�, Bije	ina 7 1 2 0 0 0 10
30. Petar Samar
i�, Nevesi�e 7 1 1 1 0 0 10
32. Jovana Obradovi�, Prijedor 7 2 0.5 0 0 0 9.5
33. Ajla Nurkanovi�, Tuzla 3 2 2 0 0 2 9
34. Miodrag Jevti�, Doboj 2 0 1 0 4 0 7
35. Luka Abramuxi�, Zenica 0 0 1.5 5 0 0 6.5
36. Amar Halilovi�, Sarajevo 3 2 1 0 0 0 6
37. Damjan Vukalovi�, Trebi�e 0 2 1 0 2 0 5
38. �or�e Joji�, Foqa 0 2 2 − − − 4
39. Zdravka Pokrajqi�, Sarajevo 1 2 1 0 0 0 4
39. Patrik Mijatovi�, O
ak 1 2 1 0 0 0 4
41. Matej Juki�, �epqe 0 2 1 0 0 0 3
41. Ivona Ragu�, Stolac 0 2 1 0 0 0 3
43. Dubravko Tomi�, �epqe 0 0 1.5 0 0 0 1.5
44. An�ela Spaji�, Xiroki Brijeg 0 0 1 0 0 0 1
45. Ivona Mari�, Xiroki Brijeg 0 0 0 0 0 0 0
45. Martina Juriq, Livno 0 0 0 0 0 0 0
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