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Takmicenje ucenika srednjih skola Tuzlanskog kantona
17Z MATEMATIKE

Gracanica, 05.04.2008. godine

I razred

1. U pravouglom trouglu simetrala o$trog ugla dijeli suprotnu katetu na di-
jelove &ije su duzine m i n. Odrediti duZine druge katete i hipotenuze
trougla.

2. Ako je a+ b =1, dokazati da je

a b 2(b—a)

B—-1 a—1 a2h2+3

3. Odrediti cjelobrojna rjeSenja jednadZbe
x? + 22y — 3y = 1.
4. Odrediti prirodne brojeve a i b tako da za z,y € [a, b] dobijamo
i + 5 € [a,b].
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IT razred

1. Dokazati da je u pravouglom trouglu zbir duzina kateta jednak zbiru duzina
prenika upisanog i opisanog kruga.



2. Korijeni (rjeSenja) jednadzbe x? + ax + b+ 1 = 0 su prirodni brojevi.
Dokazati da je a? + b? sloZen broj.

3. Dokazati da je izraz

\/7—\/E+\/5—\/ﬂ+\/3—\/§
cio broj.

4. U skupu cijelih brojeva rijesiti jednadzbu

.’LA 4 y2008 — 23:2 1.
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IIT1 razred

1. Rijesiti jednadzbu

Ve+1+V3r+1=+vx—1.

2. Ako su x,a,b,c realni pozitivni brojevi razli¢iti od 1 i ako je b* = ac,
dokazati da je
log,z log,z —log,x

log.x  log,x —log.x’

3. Ako izmedu stranica a i b i odgovarajuéih uglova « i 3 trougla ABC' postoji
veza

(a® 4+ %) sin(a — B) = (a® — b*) sin (a + f3),

dokazati da je taj trougao jednakokraki ili pravougli.

4. Odrediti cjelobrojna rjeSenja jednadzbe

2 =3V 47.
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IV razred

5
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1. Uglovi konveksnog mnogougla obrazuju aritmeticki niz x, gx, 3

liko najvige stranica moZe imati takav mnogougao?

2. Duzine stranica trougla su cijeli brojevi a,b i ¢, a duzina jedne od visina
jednaka je zbiru duZina druge dvije visine. Dokazati da je a? + b? + 2
potpun kvadrat.

3. Data je elipsa b?z? + a’y? = a?b?, koju prava p paralelna osi Oy sijece
u tackama M i N, pri ¢emu M ima pozitivhu, a N negativnu ordinatu.
Odrediti geometrijsko mjesto presje¢ne tatke P pravih AM i BN, kao i
geometrijsko mjesto presje¢ne tacke () pravih AN i BM, gdje su A (—a,0)
i B(a,0) tjemena elipse, kada se prava p krece ostajuci paralelna Oy osi.

4. Ako su p i q razliciti prosti brojevi, dokazati da je
lygt=1 d
p* +¢" =1 (modpg).
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Svaki ta¢no uradeni zadatak boduje se sa 7 bodova.
Izrada zadataka traje 150 minuta.



RjeSenja zadataka

I razred

1. U pravouglom trouglu simetrala ostrog ugla dijeli suprotnu katetu na di-
jelove &ije su duzine m i n. Odrediti duZine druge katete i hipotenuze
trougla.

Rjesenje. Oznacimo sa C' vrh pravog ugla i pretpostavimo da je sime-
trala povucena iz vrha A, te sa D ozna¢imo presje¢nu tacku simetrale
i katete BC. Neka je CD = m,BD = n. Koristimo teorem: sime-
trala unutrasnjeg ugla trougla dijeli suprotnu stranicu na dva dijela koji
se odnose kao duzine preostalih odgovarajucih stranica trougla. Dakle,
m:n =AC : AB =b: ¢ (prema prethodnom teoremu je o¢ito n > m),

odakle je ¢ = —b. Prema Pitagorinom teoremu imamo
m

a+b = 02<:>(m+n)2+b2:n—2b2
m
2 n’
& (m+n)”+ 1_ﬁ>b2:
- o (m +n)*m?
(n—m)(n+m)
& b=m n—l—m7 (n>m)
n—m
S druge strane je
c="p= n—l—m7 (n>m)
m n—m
2. Ako je a+ b =1, dokazati da je
a b :2(b—a)' (1)
B¥B—1 a*—1 a?b?>+3

Rjesenje. Jedan od nac¢ina da se dokaze jednakost (1) je da i lijevu
i desnu stranu izrazimo preko a (stavljajuéi a = 1 — b) i uporedimo.



Naime,

I a b a _1l-a
-1 -1 (1-af-1 a-1
B a a—1
B 1—3a+3a2—a3—1+(a—l)(a2+a+1)
B -1 1 _ —a®—a—1+4+a*>—-3a+3
T @—3a+3 Pta+rl (a2 —3a+3) (a2 +a+1)
B 2 —4a
 (@2=3a+3)(a2+a+1)

D — 2(b—a) 2(1-a—a) 2 —4a

a??+3  a2(1—a)’+3 a®—2d°+a'+3
B 2 —4a
et —2a3+a2+3
Kako je

(a*=3a+3)(a*+a+1) = a*—3d®+3a®+a®—3a>+3a+a*—3a+3
= a*—2d®+d*+3,

zakljuc¢ujemo da je L = D, §to je i trebalo dokazati.

. Odrediti cjelobrojna rjesenja jednadzbe
2 + 22y — 3y = 1.

Rjesenge.

v+ 22y -3y = 1
2?2y +yt— 4yt =1
(¢ +y) —4y’ =1
(r+y—2y) (r+y+2y) =1
(r—vy)(x+3y) =1.

t e ¢

Mogucta su dva slucaja:
r—y=1 : r—y=-—1
r+3y=1 r+3y=-1"

odakle se dobiju dva rjesenja: (1,0) 1 (—1,0).



4. Odrediti prirodne brojeve a i b tako da za z,y € [a, b] dobijamo

1 1
—+—€la,b.
r Yy
Rjesenge.
1 1 1
<<=
a<z<b b~z a
z,y € la,b] & &
a<y<b 1 1 1
<<
b~y a

Sabiranjem posljednjih nejednakosti, dobija se

2 1 1 2
- < -+ - < - 2
b~z * Yy oa )
U zadatku se zahtijeva da bude
1 1
-+ = € [a,b],
r oy
to jest
1 1
a< —4+—<b.
r y
Da bi taj zahtjev bio ispunjen, zbog (2), zaklju¢ujemo da mora biti
a < 2, 2 <,
Sy g S

odnosno (posto su a i b prirodni brojevi, pa slobodno smijemo mnoziti
nejednakosti)
ab<2 i ab>2,

odakle se dobije ab = 2. Kako su a i b prirodni brojevi, jedina mogué¢nost
jea=11b=2.



IT razred

1. Dokazati da je u pravouglom trouglu zbir duzina kateta jednak zbiru duzina
pre¢nika upisanog i opisanog kruga.

Rjesenje. U pravouglom trouglu poluprecnik opisanog kruga je R = g, a

polupre¢nik upisanog kruga je

ab
P 9 ab
r=— = =
s a+b+c a+b+c
2
(¢ je duzina hipotenuze, dok su a i b duzine kateta). Na taj na¢in vrijedi:
2ab ac+bc+c+2ab  c(a+b)+a®+b*+ 2ab
2R+2r = c+ = =
a+b+c a+b+c a+b+c
cla+b)+(a+b)?® (a+b)(a+b+c)
B a+b+c B a+b+c

= a-+b,

$to je i trebalo dokazati.

2. Korijeni (rjeSenja) jednadzbe 2% + ax + b+ 1 = 0 su prirodni brojevi.
Dokazati da je a? + b? sloZen broj.

Rjesenje. Neka su x; i xo korijeni date kvadratne jednadzbe. Prema
Vieteovim formulama imamo

T+ 2x2 = —a,
r1Ts = b+1=b=x129— 1.
Zbog toga vrijedi
CL2 + bz = (.731 + xg)z + (Il.IQ — 1)2

= 2]+ 2mmy + 25 + 2iws — 2779 + 1
22+ 2223 4+ 1 4 22

z (1+a3) + (1+23)

= (1—1—:1:%) (1+$§),

sto predstavlja proizvod dva prirodna broja, pa je broj a? + b? slozen.



3. Dokazati da je izraz

\/7—\/@+\/5—\/ﬂ+\/3—\/§

cio broj.
Riesenje. Tmarmo
748 = \/7—74@:\/4—2-2\/§+(\/§)2:\/(z—ﬁ)2:2—\/§,
52l = \5-2vava=/(v2) ~2vava s (Vi) =/ (va- v3) = v va

3-8 — \/3—2\/52\/1—2\/§+(¢§)2: <\/§—1)2:\/§—1.

Zbog toga je

VT VB4 \5-val+ \3-vB=2-VB1V3-VItva-1=1.

4. U skupu cijelih brojeva rijesiti jednadzbu

gt 2008 932

Rjesenje.

2y = 2 1e
s 2t -2 41+ =0
& (2 -1)+ 2% =0.

Kako je kvadrat realnog broja nenegativan, tj. (2 —1)° >0 i 52 > 0, to
zakljuc¢ujemo da u datoj jednadzbi mora biti

(2 =1)"=0 i y* =0.

Dakle, rjesenja date jednadzbe su: (—1,0) i (1,0).



IIT razred

1. Rijesiti jednadzbu

Vr+1+V3r+1=vz—1. (3)

Rjesenje. Na osnovu poznate jednakosti (a 4 b)° = a® + 3ab (a + b) + b,
uzimajuéi a = v/x + 1,0 = /3z + 1, imamo da vrijedi

(3)<:>a:+1+3€/x+1\733:+1(€/x+1+€/3a;+1)+3x+1:x—1.

Zamjenjujuéi izraz u zagradi sa /x — 1, nakon sredivanja, dobijamo

3) = YE+D)Bz+1)(z—1)=—(z+1)
e +1)Bz+1)(z—1)=—(z+1)°
& @+ [Bz+)@@-)+(@+1)?% =0
& (z+1)(42%) =0 (21 =-1Vay, =0).

Medutim, neophodna je provjera. Naime, ro = 0 nije rjesenje jednadzbe
(3); ono se pojavilo kao rezultat zamjene lijeve strane jednadzbe (3) desnom
stranom koja nije identicki jednaka. Dakle, rjesenje je z = —1.

2. Ako su z,a,b,c realni pozitivni brojevi razli¢iti od 1 i ako je b* = ac,
dokazati da je
log,z log,z —log,

(4)

log,z log,x —log,x’

Rjesenje. Oznacimo sa D desnu stranu jednakosti (4) i predimo na bazu

1 1
log, x —log,z  log,a a log, b log,c log, b—log, a

log, x — log, x 11 " log,a log,c—log,b
log, b log,c
1 b Vac
log, x log, o log,x log, a _ log,x log,+/c

1 log, ¢ log,x log, ¢ " log.x log,+/c
log, « b ac
log,

log, x’



jer smo koristili pretpostavku b? = ac < b = y/ac (a moglo je i krace koristeci

b ¢
b2: —_ = —).
ac & — b)

3. Ako izmedu stranica a i b i odgovarajuéih uglova « i 3 trougla ABC' postoji
veza

(a® 4 %) sin (a — B) = (a® — b*) sin (a + f3),

dokazati da je taj trougao jednakokraki ili pravougli.

Rjesenje. Imamo

(a*>+ %) sin(a—p) = (a®>—b*)sin(a+pj)
& a?[sin(a+ B) —sin (a — B)]) = b* [sin (a + () + sin (a — B)]
& 2a’sin ffcosa = 2b% sin « cos 3.
. . a b o bsin o o
Iz sinusnog teorema, tj. — = — slijedi a = ——, pa dalje imamo
sina  sin inf
a’sinfcosa = b’sinacosf
b2 i .2
& wsmﬂcosa:b%inacosﬁ
sin® 8
< sinacosa = sin [ cos 3
& 2sinacosa = 2sin [ cos 8
< sin2a = sin 2.

Odavdje slijedi
20 =20 ili 2aa=m — 20,

odnosno -
a=/p il Oz—l—ﬁ:E,

tj. trougao je jednakokraki ili je pravougli.

4. Odrediti cjelobrojna rjeSenja jednadZbe

22 =3V +7. (5)



Rjesenge. Iz jednakosti (5) neposredno slijedi da je 22 paran broj, odnosno
da je z paran broj. Zbog toga je #2 = 0 (mod4) . Kako je , s druge strane,
3 = —1(mod4),
7 —1(mod4),

iz date jednadzbe slijedi relacija
0=(-1)Y —1(mod4),

odakle opet slijedi da je y paran broj, recimo y = 2y, y; € N. Zamjenom u
jednadzbi (5), dobija se

=3 =75 (z—3") (z+3") =7,

odakle je
2 -3 =1 x? -3 = 7
43 =7 x4 3 =1
Rjesavanjem ovog sistema, dobijase v = 4,y; = 1ili * = —4,y; = 1 te su

rjesenja date jednadzbe (4,2) i (—4,2).



IV razred

5
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4
1. Uglovi konveksnog mnogougla obrazuju aritmeticki niz x, gx, 5

liko najviSe stranica moZe imati takav mnogougao?

Rjesenje. Pretpostavimo da mnogougao ima n stranica. Posljednji clan
aritmetickog niza sada ima oblik
T n+2

xn:x—l—(n—l)g— 3

x.

Da bi mnogougao bio konveksan, ni jedan njegov ugao ne smije biti ve¢i od
180°, pa tako ni najveci ugao naseg mnogougla, to jest mora biti

n+2

z < 180°. (6)

S druge strane, zbir uglova u mnogouglu sa n strana je (n — 2) 180°, pa je
zbog toga

4 5 n+ 2 n( n—|—2) n(n+5)
r+-xr+-x+..+ T+ x| =

3773 3 72 3 )T 6 "
Dakle, vrijedi
@x = (n — 2)180°,
odakle je
(n — 2) 1080°
I k) ol 7
’ n(n+>5) (7)

Zamjenom (7) u (6), dobija se

n+2 (n—2)1080°
3 n(n+5)

< 180°,

odnosno
n? —5n —8 < 0.
Odavdje je
5 — Vo7 S+ V57
— <<n< —-".
2 2
Najveci cio broj koji zadovoljava posljednje nejednakosti je n = 6. Dakle,
takav mnogougao moze imati najvise Sest stranica.



2. DuzZine stranica trougla su cijeli brojevi a,b i ¢, a duZina jedne od visina
jednaka je zbiru duZina druge dvije visine. Dokazati da je a? + b? + c?
potpun kvadrat.

Rjesenje. Prema uvjetu zadatka je

ha = hb + hcy
odnosno
2P 2P 2P
- = + —_—,
a b c

gdje je P povrsina trougla. Iz posljednje jednakosti imamo
1 1 1
a b 'e
< be—ab—ac=0. (8)
Sada je

(a—b—c)2:a2+b2+02+2(bc—ab—ac)@a2+b2—|—02.

Dakle, zaista je a? + b* + ¢ potpun kvadrat.

3. Data je elipsa b%z% + a?y?> = a®b?, koju prava p paralelna osi Oy sijece
u tackama M i N, pri ¢emu M ima pozitivhu, a N negativnu ordinatu.
Odrediti geometrijsko mjesto presje¢ne tacke P pravih AM i BN, kao i
geometrijsko mjesto presje¢ne tacke ) pravih AN i BM, gdje su A (—a, 0)
i B(a,0) tjemena elipse, kada se prava p krete ostajuci paralelna O osi.

Rjesenje. Neka prava p ima jednadzbu x = t, —a < t < a. Tada tacke M
b b

i N imaju koordinate (t, —Va? — t2) i (t, ——Va? — t2>, dok prave AM i
a a

BN imaju jednadzbe:

b
AM : y=- a2—t2x+a,
a t+a
b _
BN : y= ——\/@2—152? ¢
a —a

Odavdje se dobije

_ 2
rte_ _r-a o= (iskljucuje se slucaj t = 0 kada je AM || BN),
t+a t—a t




l : —
X
Figure 1:
odnosno
a2
+a
a t+a «a t+a ¢
Dakle, presjecna tacka P pravih AM i BN ima koordinate
a? b

T=y=yvaer -t (—a<t<a,t#0). 9)
. . a?

Eliminirajmo parametar ¢ iz sistema jednadzbi (9). Uzimajuéi da je t =

\Ja _2 Va? — a2,
odakle se sredivanjem dobije

22 2
y—zl,xy>0,

1mamo

H|@N|®'

az b
2 2
—2—32—2:1uprvomili
a

to jest tacka P lezi na jednom od lukova hiperbole

treéem kvadrantu.



Analogno se pokazuje da je geometrijsko mjesto tacaka () unija lukova te
hiperbole u drugom i ¢etvrtom kvadrantu.

4. Ako su p i q razliciti prosti brojevi, dokazati da je
p" 4+ ¢ =1 (modpg).

Rjesenje. Koristit ¢emo mali Fermatov teorem: Ako cijeli broj m nije
djeljiv sa r, gdje je r prost broj, tada je

m"™ ' =1 (modr).
Prema tom teoremu, imamo

p"" = 1 (modq),
¢' = 1 (modp),

odakle slijedi da postoje prirodni brojevi k i [ takvi da je p?~! — 1 = kq i
¢! — 1 =Ip. Zato je

P =1 = p T el =p (07 ),

PN =1 = kq+ ¢ =q (" +1).

Zbog NZD(p,q) = 1,izp | p L+t —11iq | pi™' + ¢! — 1 slijedi
pq | p gt =1t pTTt + ¢t =1 (mod py) -
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