Salem Malikié, mart, 2014.

RAZNI ZADACI - RJESENJA

Zadaci za 1. i 2. razred
(zadaci objavljeni 2. januara 2013.)

Zadatak 1. U skupu realnih brojeva rijesiti sistem jednacina
a+b=1
(a2 + b2) (a3 + b3) =o' + bt

Rjesenje: Imamo
(> +0) (®+b") =a* +b* &
(a® +0%) (a® + %) = (a* +b") (a + D) &
(a*>+0%) (a®* —ab+b*) (a+b) = (a* +b") (a+b) &
(a+0b) [a* +b' = (a®>+ V) (> —ab+ V)] =0 &
ab(a —b)?(a+b) = 0.

Iz posljednje jednacine zakljuc¢ujemo da bar jedan od faktora na lijevoj
strani mora biti jednak nuli. Kako je a +b =1 # 0 to imamo da je a = 0

ili b = 0 ili « = b. Jednostavnom provjerom svakog od ovih slucajeva
nalazimo da dati sistem ima sljedeca rjesenja:

(a,b) € {(0, 1),(1,0), (%%)}
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Zadatak 2. U pravouglom trouglu ABC tacka M je uzeta na kateti
BC tako da vrijedi BM = 2 - MC. Tacka K je sredina hipotenuze AB.
Dokazati da je /BAM = /M KC.

Rjesenje: Tacka K je centar kruznice opisane oko AABC odakle sli-

AB
jedi da je KC = KB, pa vrijedi LABM = {KCM. Iz jednakosti — =

KC
BM
rolvi slijedi da je AAMB ~ ACMK. Iz ove sli¢nosti trouglova zakljucu-

jemo da je L BAM = LM KC, sto je i trebalo dokazati.

Zadatak 3. Brojeviy;, yo,.. .,y predstavljaju proizvoljnu permutaciju
prirodnih brojeva z1, x9, ..., x95. Dokazati da je broj

(1 —y1) (T2 — y2) - - (w25 — Y25)

paran.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno tvrdnji zadatka, tj. da je

25

H (% - yz)

1=1

neparan broj. Tada je za svako i € {1,2,3,...,25} broj z; — y; neparan, pa
postoje cijeli brojevi k; takvi da je

Iz ovog dalje imamo

25 25 25
1=1 1=1 1=1

Kako su brojevi 41, vs, . . ., 495 permutacija brojeva x1, zo, ..., 95 to je
25 25
§ Ty = § Yi,
i=1 i=1

2
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odakle slijedi da je

25
0=25+2) ki,
i=1
sto dalje implicira

25
2) k=25,
=1

Sto je nemoguce jer su k; cijeli brojevi, pa je lijeva strana posljednje
jednakosti paran broj te stoga ne moze biti jednaka —25. Iz ovog slijedi
da je nasa pretpostavka netacéna, te je ovim dokaz zavrsen.

Zadatak 4. Neku osnovnu skolu pohada 40 ucenika. Ako je poznato
da svaka dva ucenika imaju zajednic¢kog djeda dokazati da postoji djed
koji u skoli ima bar 21 unuce.

Rjesenje: Neka su aq,as, ..., a4 svi ucenici Skole. Neka su d;,d, dva
djeda ucenika a,. Kako svaki od preostalih 39 ucenika ima zajednickog
djeda sa a1, jedan od djedova d; 1 ds mora imati bar 20 unucadi medu
ovih 39 ucenika. UKkljucujuéi a; zakljuéujemo da ovaj djed ima bar 21
unuce u Skoli.

Zadatak 5. U oStrouglom trouglu ABC ugao kod vrha C jednak je 45°.
Tacke A; i B; su podnozja visina iz vrhova A i B, respektivno. Sa H oz-
nacimo ortocentar trougla ABC. Na segmentima AA; 1 BC izabrane su
tacke D i E, respektivno, tako da vrijedi A, D = A, F = A, B;. Dokazati
da vrijede sljedece jednakosti

2 2
« A\ By = /4B A C

« CH=DE.
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Rjesenje: Kako je /BCA = % to je ZCBB; = ZCAA, = %, odakle
Slljedl ZAHBl = ZBHAl = Z Dakle, Vrijedi BAl = HAl 1 AAl = CAl
Iz pravouglog trougla A,BH je BH = A;H - /2. Kako je éetverougao
A1 BAB;, tetivni to vrijedi

AlBl o AlH o 1

AB ~ BH /2
e , AB?
Dakle, vrijedi jednakost A;B; = — Iz pravouglog trougla AABA,

NAB1H ~ ANABH

imamo
AB? = BA? + A A% = A\B? + A, C?,
pa je
AB®  AB*+ A C?
2 2
1 ovim smo dokazali prvu jednakost. Dalje, iz pravouglih trouglova

EAlD 1 CAlH imamo
ED? =2A,B} = BA] + A\C? = A\H* + A,C*? = CH?,
odakle slijedi CH = ED.

A\B? =

Zadatak 6. Neka sua,b, ¢, d etiri razli¢ita prirodna broja ¢iji je proizvod
potpun kvadrat. Dokazati da se broj a* + b* + ¢* + d* moZe napisati kao
suma kvadrata pet prirodnih brojeva.

Rjesenje: Bez narusavanja opstosti moZemo pretpostaviti da je a >
b > ¢ > d. Neka je abed = t2, za neki prirodan broj t. Imamo

a' + b+t +dt = (a® = 0P+ (= dP)? + 287 + 2% =
= (a* — b2)2 + (¢ — d2)2 + 2 (ab — ed)® + 4abed =
— (a® = 1))° + (2 = d®)° + (ab — cd)* + (ab — cd)? + (2t)?,

a posljednji izraz je ocigledno suma kvadrata pet prirodnih brojeva, te
je ovim dokaz zavrsen.
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Zadatak 7. Ako su a,b, c pozitivni realni brojevi takvi da je abc = 1
dokazati da vrijedi nejednakost

at+ v+t >a+b+ec

Rjesenje: Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine imamo
a+b+c>3vVabe =3,

P43 =2+ 14+1+1> 4Vt = 4z,

Koristeéi ove nejednakosti imamo
a'+b'+ct=(a"+3)+ (0" +3)+ (" +3) -9 >
>da+4b+4c—-9=a+b+c+3a+b+c—-3)>

>a+b+c.

Jednakost vrijedi ako i samo akojea =b=c=1.

Zadatak 8. Neka je a prirodan broj i M skup ostataka dobijenih pri
dijeljenju broja a sa svakim od prirodnih brojeva koji su manji od «a
(ukoliko se neki ostatak pojavljuje viSe puta kao npr. u sluéaju a = 7
kada se ostatak 1 pojavljuje pri dijeljenju broja « sa 2, ali takoder i pri
dijeljenju broja a sa 31 6, tada takav ostatak u skup M ubrajamo samo
jedanput pa tako za ¢« = 7imamo M = {0, 1,2,3}). Naci sve a > 1 za koje
je zbir elemenata skupa M jednak a.

Rjesenje: Razmotrit cemo dva moguca slucaja.

« Broj a je paran. Neka je a = 2k.

Uocimo da dijeljenjem broja a sa brojevima {k,k+1,...,2k — 1} dobi-
jamo skup ostataka {0,1,2,... k —1}. Za svaki od brojeva = < k pri
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dijeljenju broja a sa = dobijamo ostatak koji nije ve¢iod x — 1 < k — 1,

pa stoga zaklju¢ujemo da je u ovom slucaju M = {0,1,2,... .k — 1}. Zbir
elemenata skupa M je jednak @ 1 imamo jednacéinu
kE—1
(E=1k
2

odakle slijedi % =2 = k=5 = a=101ovo je jedino rjeSenje u ovom
sluéaju.

« Broj a je neparan. Neka je a = 2k + 1.

Na slican naéin kao u prvom slucaju nalazimo da je M = {0,1,2,...,k} i
imamo jednacinu
k(k+1)
2
koja nema cjelobrojnih rjesenja.

=2k + 1,

Dakle, jedini prirodan broj a koji zadovoljava sve uslove zadatka je broj
10.

Zadatak 9. Dat je pravougli trougao ABC (LACB = 90°). Na kateti
AC uzeta je tacka D, a na segmentu BD tacka K tako da je ZABC =
LKAD = ZAKD. Dokazati da je BK = 2DC.

Rjesenje: Neka je ZABC = (. Zbog uslova zadatka je i /KAD =
ZAKD = j, odakle slijedi LAKB = w — 3. Iz trougla ABC nalazimo

LKAB = g — 203, a koristec¢i posljednje dvije jednakosti iz trougla K AB
imamo da je ZABD = 35 — g paje ZCBD = /CBA— /DBA =T —28.
Neka je T tacka na produzetku prave AC, preko vrha C, takva da je
DC = CT. Trouglovi DCB i TCB su podudarni, paje /TBC = ZCBD =
5 — 23, pa imamo

/ABT = /ABD + /DBC + /CBT = g _ B =/BAC = /BAT.

Iz posljednje jednakosti imamo AT = BT. Iz podudarnosti trouglova
DCB i TCB imamo BD = BT §to zajedno sa prethodnom jednakoséu

6
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implicira BD = AT. Odavde dalje imamo
BK+ KD =AD+ DC+CT = AD +2CD.

Iz/KAD = ZAKD slijedi KD = AD, pastogaiz BK+ KD = AD+2CD
imamo BK = 2CD i ovim je dokaz zavrsen.

Zadatak 10. U unutrasnjosti trougla ABC, na tezisnici iz vrha A,
uzeta je tacka D takva da je /BDC = 180° — ZBAC. Dokazati da je
AB-CD = AC - BD.

Rjesenje: Oznacimo sa 7' sredinu stranice BC. Neka je D’ tacka na
produzetku prave DT, preko vrha T, takva da je DT = TD’'. Tada je
C DBD' konveksan cetverougao kod koga se dijagonale medusobno polove
odakle zaklju¢ujemo da je ovaj cetverougao paralelogram. Na osnovu
ovog imamo CD' = BD, BD'=CD i

LCD'B=4KCDB =7 — £BAC.

Uoc¢imo sada da je ZCD'B + ZCAB = =, odakle slijedi da je ABD'C
tetivni ¢etverougao. Na osnovu ovog imamo

AC CT
/ —_—
AACT ~ ABTD' = — = 7m0,
AB BT
/ —
AABT ~ ACTD' = 0=,

Sada imamo

AC  AC CT BT_AB_AB:>
CD BD TD TD CD  BD

AB-CD = AC - BD.

Zadatak 11. Dokazati da je za svaki prirodan broj n broj 2" +n? djeljiv
sa 5 ako i samo ako je broj n? - 2" + 1 djeljiv sa 5.
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RjeSenje: Ako je n djeljiv sa 5 tada nijedan od brojeva 2" +n?in?-2"+1
nije djeljiv sa 5 1 u ovom slucaju je dokaz zavrsen.

Ako n nije djeljiv sa 5 laganom provjerom slucajeva n = 1 in =
+2 (mod 5) zakljuéujemo da je n* — 1 djeljivo sa 5. Kako je n* — 1 =
(n* — 1) (n* 4+ 1) to jedan od brojeva n® — 11 n* + 1 mora biti djeljiv sa 5.

e Ako je n? — 1 djeljivo sa 5 tada tvrdnja zadatka slijedi iz jednakosti
2" +1=(n"—1) (2" 1)+ (2" +n?).

e Ako je n? + 1 djeljivo sa 5 tada tvrdnja zadatka slijedi iz jednakosti
n’2" +1=(2"+1) (n*+1) — (2" +n?

Zadatak 12. U skupu cijelih brojeva rijesiti jednacinu

23 + 2y — 4o — by + 22 = 53.

RjeSenje: Dokazimo najprije da je za svaki cio broj n broj n® —n djeljiv
sa 3. Uotimo da je n* —n = (n — 1) n (n + 1) proizvod tri uzastopna cijela
broja, od kojih je jedan uvijek djeljiv sa 3 i bar jedan uvijek djeljiv sa 2,
pa je proizvod (n — 1) n (n + 1) uvijek djeljiv sa 6.

Datu jedna¢inu moZemo zapisati u njoj ekvivalentnom obliku

(:cs—x)+2(y3—y)—3(x+y)+22:53,
odakle slijedi
22 =2— [(xg—x)+2(y3—y)—3(x+y)—51],

tj. z¢ = 2 4 3k, za neki cio broj &, $to je nemoguce jer kvadrat cijelog
broja uvijek daje ostatak 0 ili 1 pri dijeljenju sa 3. Iz ovoga slijedi da i
data jednac¢ina nema cjelobrojnih rjesenja.

2

Zadatak 13. Dokazati da za pozitivne realne brojeve x,y, z takve da
je ryz = 1 vrijedi nejednakost
—1)? — 1) —1)?
@ty—17 +z-1" (¢42-1)
z x Y

>r+y+z.
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Rjesenje: Na osnovu nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske
sredine imamo

_1)? — 1)
z V4

sto je ekvivalentno sa

(z+y—1)°
Z

>2(x+y)—z—2.

Analogno je i

—1)?

R YR S
x
— 1)

(z+a ) >2(z+2x)—y—2.
Yy

Sumirajuci ove nejednakosti imamo
z+y—1)° +2z—1)? z4z—1)°
ty-1" ) ! ) >
z x Y

2 +y)—2z—242(y+2)—c—2+4+2(z+2)—y—2=

r+y+z+2@x+y+z—3)>c+y+z,

pri ¢cemu posljednja nejednakost vrijedi zbog

r+y+z2>3Fryz = 3.

Jednakost se dostize akoisamo akojexr =y =z = 1.

Zadatak 14. U ucionici se nalazi 8 kutija u kojima se nalaze knjige.
Poznato je da svaka kutija sadrzi bar jednu knjigu i da ne postoje dvije
kutije sa jednakim brojem knjiga. Takoder, svaku od kutija je moguce
isprazniti tako da se knjige koje se u njoj nalaze rasporede u druge
kutije i da pri tome sve od preostalih sedam kutija sadrZe jednak broj
knjiga. Odrediti najmanji moguci broj knjiga u kutiji koja sadrzi najvise
knjiga.
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Rjesenje: Neka su a; > as > ... > ag brojevi knjiga u kutijama. Kako
su brojevi a; prirodni vrijede sljedec¢e nejednakosti

a12a2+12(a3+1)+1:a3+22~--2a8+7.

Ukoliko ispraznimo osmu kutiju tada, da bismo izjednacili broj knjiga
u kutijama, kutiji sa rednim brojem i moramo dodati bar : — 1 knjiga,
za svako i = 1,2.3,...,7 (jer svaka od ovih kutija nakon preraspodjele
mora sadrzavati bar a; knjiga). Stoga takoder vrijedi i

as>04+14+24+34+4+5+6=21,

pa vrijedi

ap > ag+ 7> 28.

Iz posljednje nejednakosti zakljucujemo da kutija sa najveé¢im brojem
knjiga mora imati bar 28 knjiga. Jednostavnom provjerom dokazu-
jemo da je moguce dosti¢i ovu vrijednost. Naime, dovoljno je uzeti
ap = 28,a9 = 27,...,a3 = 21. 1 za ove vrijednosti lahko provjeravamo
da praznjenjem bilo koje od kutija knjige koje se u njoj nalaze mogu
biti rasporedene u preostalih sedam kutija tako da svaka od njih sadrzi
tacno 28 knjiga.

Zadatak 15. Neka su a,b, p, g prirodni brojevi takvi da su a i b rela-
tivno prosti, a je parani p,q > 3. Dokazati da broj

2aPb — 2ab?
nije potpun kvadrat.

Rjesenje: Pretpostavimo suprotno tvrdnji zadatka, tj. da postoje bro-
jevi a, b, p, ¢ koji zadovoljavaju sve uslove zadatka i za koje je

2aPb — 2ab?
potpun kvadrat. Najprije uo¢imo da vrijedi jednakost

2aPb — 2ab? = 2ab (ap_l — bq_l) )

10



Salem Malikié, mart, 2014.

Buduéi da je po pretpostavci a paran prirodan broj to postoji prirodan
broj ¢ takav da je a = 2¢. Tada su b i ¢ takoder relativno prosti i imamo
da je

2ab (a”~" = b971) = 4cb {(20)1)1 — bq_l}

potpun kvadrat. Da bi ovaj izraz bio potpun kvadrat cb [(QC)p et
mora biti potpun kvadrat.

Brojevi ¢, b1 (2¢)” ~1_p¢~! su po parovima relativno prosti, pa kako je nji-
hov proizvod potpun kvadrat to svaki od njih mora biti potpun kvadrat.
No, kako je b neparan i potpun kvadrat to mora biti b = 1 (mod 4),
odakle slijedi (ovdje koristimo uslov p, ¢ > 3)

(2" ="' =0—-1=3(mod 4),

pa (2¢)’~' — 17! ne moze biti potpun kvadrat, kontradikcija.

Napomena: Unaprijed se izvinjavamo za sve greske, propuste i ne-
jasnoce u ponudenim rjesenjima. Molimo Vas da nam se za sva pitanja,
primjedbe i sugestije obratite putem e-maila salemmalikicO5Qgmail.com.
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